
第七章 积分变换
1 傅里叶变换

2 拉普拉斯变换



第一节 傅里叶变换
积分变换的引入

傅里叶级数

傅里叶变换的定义

狄拉克 δ 函数

傅里叶变换的性质

傅里叶变换的应用



积分变换的引入

在学习指数和对数的时候, 我们了解到利用对数可以将乘除、幂次转化为加减、乘
除.

例. 计算 12345 × 67890.

解. 通过查对数表得到

ln 12345 ≈ 9.4210, ln 67890 ≈ 11.1256.

将二者相加并通过反查对数表得到原值

12345 × 67890 ≈ exp(20.5466) ≈ 8.3806 × 108.
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积分变换的引入

而对于函数而言, 我们常常要解函数的方程.

例. 解微分方程 {
y′′ + y = t,

y(0) = y′(0) = 0.

解. 我们希望能找到一种函数的变换 L , 使得它可以把函数的微分和积分变成代数运算,
计算之后通过反变换 L −1 求得原来的解.

这个变换最常见的就是我们将要介绍的傅里叶变换和拉普拉斯变换.
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周期函数的傅里叶级数展开

为了引入傅里叶变换, 我们回顾下傅里叶级数.

考虑定义在 (−∞, +∞) 上周期为 T > 0 的函数 f(t). 例如
1, sin ωt, cos ωt, sin 2ωt, cos 2ωt, sin 3ωt, cos 3ωt, . . .

的周期都是 T , 其中 ω = 2π

T
. 类似于线性组合的概念, 我们希望将 f 表达为上述函数的

线性叠加. 若 f(t) 在
[
−T

2
,
T

2

]
上满足狄利克雷条件:

• 间断点只有有限多个, 且均为第一类间断点;
• 只有有限个极值点,

则我们有傅里叶级数展开:

f(t) = a0
2

+
∞∑

n=1

(
an cos nωt + bn sin nωt

)
.

当 t 是间断点时, 傅里叶级数的左侧需改为 f(t+) + f(t−)
2

.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶B 傅里叶级数
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傅里叶级数的复指数形式

我们来将其改写为复指数形式.

由

cos x = eix + e−ix

2
, sin x = eix − e−ix

2i

可知 f(t) 的傅里叶级数可以表示为函数 einωt 的线性叠加

f(t) =
+∞∑

n=−∞
cneinωt.

现在我们来计算这个线性叠加的系数.
对于定义在 (−∞, +∞) 上周期为 T > 0 的复值函数 f, g, 定义内积

(f, g) := 1
T

∫ T
2

− T
2

f(t)g(t) dt.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶B 傅里叶级数
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 4 / 61



傅里叶级数的复指数形式

我们来将其改写为复指数形式. 由

cos x = eix + e−ix

2
, sin x = eix − e−ix

2i

可知 f(t) 的傅里叶级数可以表示为函数 einωt 的线性叠加

f(t) =
+∞∑

n=−∞
cneinωt.

现在我们来计算这个线性叠加的系数.
对于定义在 (−∞, +∞) 上周期为 T > 0 的复值函数 f, g, 定义内积

(f, g) := 1
T

∫ T
2

− T
2

f(t)g(t) dt.
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傅里叶级数的复指数形式

那么
(eimωt, einωt) = 1

T

∫ T
2

− T
2

ei(m−n)ωt dt =
{

1, m = n

0, m ̸= n.

所以
· · · , e−2iωt, e−iωt, 1, eiωt, e2iωt, · · ·

是一组标准正交基. 于是

cn = (f, einωt) = 1
T

∫ T
2

− T
2

f(t)e−inωt dt,

我们得到周期函数傅里叶级数的复指数形式:

f(t) = 1
T

+∞∑
n=−∞

[∫ T
2

− T
2

f(τ)e−inωτ dτ

]
einωt.
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帕塞瓦尔恒等式

我们可以利用傅里叶级数计算一些级数的和.

由

(f, f) =
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

cmcn
(
eimωt, einωt) =

+∞∑
n=−∞

|cn|2

可得如下等式 (本章中这些用于计算级数和积分的定理会在考试时按需提供):

帕塞瓦尔恒等式. 对于周期为 T 的函数 f(t), 我们有

1
T

∫ T
2

− T
2

|f(t)|2 dt =
+∞∑

n=−∞
|cn|2,

其中 cn 是它的傅里叶系数, 即 f(t) =
+∞∑

n=−∞
cneinωt.
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例题: 帕塞瓦尔恒等式的应用

例. 计算
∞∑

n=1

1
n2 .

解. 设 f(t) 是一个周期为 2π 的函数, 且当 t ∈ [−π, π) 时 f(t) = t.

当 n ̸= 0 时,

cn = 1
2π

∫π

−π

te−int dt = 1
2π

( it
n

+ 1
n2

)
e−int

∣∣∣π

−π
= (−1)ni

n
.

c0 = 1
2π

∫π

−π

t dt = 1
2π

· t2

2

∣∣∣π

−π
= 0.

因此
∑
n ̸=0

1
n2 = (f, f) = 1

2π

∫π

−π

t2 dt = π2

3
,

∞∑
n=1

1
n2 = π2

6
.

0 2π

−2π
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从傅里叶级数到傅里叶积分公式

对于一般的函数 f(t), 它未必是周期的.

此时它无法像前面的情形一样, 表达成可数
多个函数

· · · , e−2iωt, e−iωt, 1, eiωt, e2iωt, · · ·

的线性叠加, 而是所有的 eiωt, ω ∈ (−∞, +∞) 的叠加. 这种叠加的 ‘‘系数’’ 应当是无穷小
方可, 而求和应当改为积分. 所以, 若记 eiωt 的 ‘‘系数’’ 为函数 1

2π
F (ω), 则

f(t) = 1
2π

∫+∞

−∞
F (ω)eiωt dω.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
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从傅里叶级数到傅里叶积分公式
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我们来从傅里叶级数形式地推导出函数 F (ω).

考虑 f(t) 它在
[
−T

2
,
T

2

]
上的限制,

并向两边扩展成一个周期函数 fT (t). 设
ωn = nω, ∆ωn = ωn − ωn−1 = ω,
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T

+∞∑
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− T
2
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傅里叶积分定理

傅里叶积分定理. 若 f(t) 在 (−∞, +∞) 上绝对可积, 且在任一有限区间上满足狄利克雷
条件, 则

f(t) = 1
2π

∫+∞

−∞
F (ω)eiωt dω, F (ω) =

∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt.

对于 f(t) 的间断点左边需要改成 f(t+)+f(t−)
2 .

原象函数 f(t) 象函数 F (ω)

傅里叶变换 F

傅里叶逆变换 F−1

若 f(t) 表示随时间 t 变化的函数, 那么 F (ω) 表示的是频率 ω 的函数, 所以傅里叶
变换是时域到频域的转换.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 10 / 61
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傅里叶积分公式的三角形式 非考试内容

傅里叶积分公式有一些变化形式.

例如:

f(t) = 1
2π

∫+∞

−∞

[∫+∞

−∞
f(τ)e−iωτ dτ

]
eiωt dω

= 1
2π

∫+∞

−∞

∫+∞

−∞
f(τ)eiω(t−τ) dτ dω

= 1
2π

∫+∞

−∞

[∫+∞

−∞
f(τ) cos ω(t − τ) dτ︸ ︷︷ ︸

ω 的偶函数

+i
∫+∞

−∞
f(τ) sin ω(t − τ) dτ︸ ︷︷ ︸

ω 的奇函数

]
dω

= 1
π

∫+∞

0

[∫+∞

−∞
f(τ) cos ω(t − τ) dτ

]
dω.

此即傅里叶积分公式的三角形式.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 11 / 61
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f(τ)eiω(t−τ) dτ dω

= 1
2π

∫+∞

−∞

[∫+∞

−∞
f(τ) cos ω(t − τ) dτ︸ ︷︷ ︸

ω 的偶函数

+i
∫+∞

−∞
f(τ) sin ω(t − τ) dτ︸ ︷︷ ︸

ω 的奇函数

]
dω

= 1
π

∫+∞

0

[∫+∞

−∞
f(τ) cos ω(t − τ) dτ

]
dω.

此即傅里叶积分公式的三角形式.
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傅里叶正弦、余弦积分公式 非考试内容

若 f(t) 是偶函数, 则 f(t) cos ωt 是偶函数, f(t) sin ωt 是奇函数,

F (ω) =
∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt = 2

∫+∞

0
f(t) cos ωt dt

也是偶函数, 从而得到傅里叶余弦积分公式:

f(t) = 2
π

∫+∞

0

[∫+∞

0
f(τ) cos ωτ dτ

]
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类似地, 若 f(t) 是奇函数, 则 F (ω) = 2i
∫+∞

0
f(t) sin ωt dt 也是奇函数, 且有傅里叶

正弦积分公式:

f(t) = 2
π

∫+∞

0

[∫+∞

0
f(τ) sin ωτ dτ

]
sin ωt dω.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 12 / 61



傅里叶正弦、余弦积分公式 非考试内容

若 f(t) 是偶函数, 则 f(t) cos ωt 是偶函数, f(t) sin ωt 是奇函数,

F (ω) =
∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt = 2

∫+∞

0
f(t) cos ωt dt

也是偶函数,

从而得到傅里叶余弦积分公式:

f(t) = 2
π

∫+∞

0

[∫+∞

0
f(τ) cos ωτ dτ

]
cos ωt dω.

类似地, 若 f(t) 是奇函数, 则 F (ω) = 2i
∫+∞

0
f(t) sin ωt dt 也是奇函数, 且有傅里叶

正弦积分公式:

f(t) = 2
π

∫+∞

0

[∫+∞

0
f(τ) sin ωτ dτ

]
sin ωt dω.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 12 / 61



傅里叶正弦、余弦积分公式 非考试内容

若 f(t) 是偶函数, 则 f(t) cos ωt 是偶函数, f(t) sin ωt 是奇函数,

F (ω) =
∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt = 2

∫+∞

0
f(t) cos ωt dt

也是偶函数, 从而得到傅里叶余弦积分公式:

f(t) = 2
π

∫+∞

0

[∫+∞

0
f(τ) cos ωτ dτ

]
cos ωt dω.

类似地, 若 f(t) 是奇函数, 则 F (ω) = 2i
∫+∞

0
f(t) sin ωt dt 也是奇函数, 且有傅里叶

正弦积分公式:

f(t) = 2
π

∫+∞

0

[∫+∞

0
f(τ) sin ωτ dτ

]
sin ωt dω.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 12 / 61



傅里叶正弦、余弦积分公式 非考试内容

若 f(t) 是偶函数, 则 f(t) cos ωt 是偶函数, f(t) sin ωt 是奇函数,

F (ω) =
∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt = 2

∫+∞

0
f(t) cos ωt dt

也是偶函数, 从而得到傅里叶余弦积分公式:

f(t) = 2
π

∫+∞

0

[∫+∞

0
f(τ) cos ωτ dτ

]
cos ωt dω.

类似地, 若 f(t) 是奇函数, 则 F (ω) = 2i
∫+∞

0
f(t) sin ωt dt 也是奇函数, 且有傅里叶

正弦积分公式:

f(t) = 2
π

∫+∞

0

[∫+∞

0
f(τ) sin ωτ dτ

]
sin ωt dω.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 12 / 61



例题: 求傅里叶变换

例. 求矩形脉冲函数 f(t) =
{

1/2, |t| ⩽ 1,

0, |t| > 1
的傅里叶变换.

解. 由于 f(t) 是偶函数, 因此

F (ω) = F [f(t)] =
∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt =

∫+∞

−∞
f(t) cos ωt dt

= 1
2

∫1

−1
cos ωt dt = sin ω

ω
.

它的傅里叶变换为 sinc 函数 sinc(x) = sin x

x
.
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例题: 求傅里叶变换

由傅里叶积分公式

f(t) = F −1[F (ω)] = 1
2π

∫+∞

−∞
F (ω)eiωt dω

= 1
2π

∫+∞

−∞

sin ω

ω
(cos ωt + i sin ωt) dω = 1

π

∫+∞

0

sin ω cos ωt

ω
dω.

当 t = ±1 时, 左侧应替换为 f(t+)+f(t−)
2 = 1

4 . 由此可得

∫+∞

0

sin ω cos ωt

ω
dω =


π/2, |t| < 1,

π/4, |t| = 1,

0, |t| > 1.

特别地, 可以得到狄利克雷积分
∫+∞

0

sin ω

ω
dω = π

2
.
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例题: 求傅里叶变换

t

f(t)

ω

F (ω)

我们将 f(t), F (ω) 称为傅里叶变换对. 不难发现 F (t), 2πf(−ω) 也是傅里叶变换对 (不连
续点处值需要修改). 故

F [sinc(t)] =


π, |ω| < 1,

π/2, |ω| = 1,

0, |ω| > 1.

.
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不难发现 F (t), 2πf(−ω) 也是傅里叶变换对 (不连
续点处值需要修改). 故

F [sinc(t)] =


π, |ω| < 1,

π/2, |ω| = 1,

0, |ω| > 1.

.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
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例题: 求傅里叶变换

例. 求函数 f(t) =


1, t ∈ (0, 1),
−1, t ∈ (−1, 0),
0, 其它情形

的傅里叶变换.

解. 由于 f(t) 是奇函数, 因此

F (ω) = F [f(t)] =
∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt = −2i

∫+∞

0
f(t) sin ωt dt

= −2i
∫1

0
sin ωt dt = −2i(1 − cos ω)

ω
.
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例题: 求傅里叶变换

例. 求指数衰减函数 f(t) =
{

0, t < 0,

e−βt, t ⩾ 0
的傅里叶变换, β > 0.

解.
F (ω) = F [f(t)] =

∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt

=
∫+∞

0
e−βte−iωt dt =

∫+∞

0
e−(β+iω)t dt = 1

β + iω
.

类似可得
∫+∞

0

β cos ωt + ω sin ωt

β2 + ω2 dω =


0, t < 0,

π/2, t = 0,

πe−βt, t > 0.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 18 / 61



例题: 求傅里叶变换

例. 求指数衰减函数 f(t) =
{

0, t < 0,

e−βt, t ⩾ 0
的傅里叶变换, β > 0.

解.
F (ω) = F [f(t)] =

∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt

=
∫+∞

0
e−βte−iωt dt =

∫+∞

0
e−(β+iω)t dt = 1

β + iω
.

类似可得
∫+∞

0

β cos ωt + ω sin ωt

β2 + ω2 dω =


0, t < 0,

π/2, t = 0,

πe−βt, t > 0.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 18 / 61



例题: 求傅里叶变换

例. 求指数衰减函数 f(t) =
{

0, t < 0,

e−βt, t ⩾ 0
的傅里叶变换, β > 0.

解.
F (ω) = F [f(t)] =

∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt

=
∫+∞

0
e−βte−iωt dt

=
∫+∞

0
e−(β+iω)t dt = 1

β + iω
.

类似可得
∫+∞

0

β cos ωt + ω sin ωt

β2 + ω2 dω =


0, t < 0,

π/2, t = 0,

πe−βt, t > 0.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 18 / 61



例题: 求傅里叶变换

例. 求指数衰减函数 f(t) =
{

0, t < 0,

e−βt, t ⩾ 0
的傅里叶变换, β > 0.

解.
F (ω) = F [f(t)] =

∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt

=
∫+∞

0
e−βte−iωt dt =

∫+∞

0
e−(β+iω)t dt

= 1
β + iω

.

类似可得
∫+∞

0

β cos ωt + ω sin ωt

β2 + ω2 dω =


0, t < 0,

π/2, t = 0,

πe−βt, t > 0.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 18 / 61



例题: 求傅里叶变换

例. 求指数衰减函数 f(t) =
{

0, t < 0,

e−βt, t ⩾ 0
的傅里叶变换, β > 0.

解.
F (ω) = F [f(t)] =

∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt

=
∫+∞

0
e−βte−iωt dt =

∫+∞

0
e−(β+iω)t dt = 1

β + iω
.

类似可得
∫+∞

0

β cos ωt + ω sin ωt

β2 + ω2 dω =


0, t < 0,

π/2, t = 0,

πe−βt, t > 0.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 18 / 61



例题: 求傅里叶变换

例. 求指数衰减函数 f(t) =
{

0, t < 0,

e−βt, t ⩾ 0
的傅里叶变换, β > 0.

解.
F (ω) = F [f(t)] =

∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt

=
∫+∞

0
e−βte−iωt dt =

∫+∞

0
e−(β+iω)t dt = 1

β + iω
.

类似可得
∫+∞

0

β cos ωt + ω sin ωt

β2 + ω2 dω =


0, t < 0,

π/2, t = 0,

πe−βt, t > 0.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶C 傅里叶变换的定义
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 18 / 61



例题: 求傅里叶变换

例. 求钟形脉冲函数 f(t) = e−βt2
的傅里叶变换和积分表达式, β > 0.

解.
F (ω) = F [f(t)] =

∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt

=
∫+∞

−∞
e−βt2e−iωt dt

= e− ω2
4β

∫+∞

−∞
exp

[
−β

(
t + iω

2β

)2]
dt =

√
π

β
e− ω2

4β .

类似可得
∫+∞

0
e− ω2

4β cos ωt dω =
√

πβe−βt2 .
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广义函数 非考试内容

傅里叶变换存在的条件是比较苛刻的.

例如常值函数 f(t) = 1 在 (−∞, +∞) 上不是
可积的, 所以它没有傅里叶变换, 这很影响我们使用傅里叶变换. 为此我们引入广义函数
的概念.
设 S 是由一些 ‘‘非常好’’ 的函数 (光滑速降函数) 形成的线性空间. 从一个 (局部可

积缓增) 函数 λ(t) 出发, 我们可以定义一个线性映射 S → R:

⟨λ, f⟩ :=
∫+∞

−∞
λ(t)f(t) dt.

这个线性映射基本上确定了 λ(t) 本身.
广义函数 (分布)就是指一个线性映射 S → R. 为了和普通函数类比, 也可将广义函

数表为上述积分形式 (并不是真的积分):∫+∞

−∞
λ(t)f(t) dt.

这里的 λ(t) 并不表示一个真正的函数.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶D 狄拉克 δ 函数
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 20 / 61
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狄拉克 δ 函数

定义. 狄拉克 δ 函数是指广义函数

⟨δ, f⟩ =
∫+∞

−∞
δ(t)f(t) dt = f(0).

t

1 δ(t)

O

设 δε(t) =
{

1/ε, 0 ⩽ t ⩽ ε,

0, 其它情形,
则

⟨δε, f⟩ = 1
ε

∫ ε

0
f(t) dt = f(ξ), ξ ∈ (0, ε).

当 ε → 0 时, 右侧就趋于 f(0). 因此 δ 可以看成 δε 的 ‘‘弱极限”. 基于此, 我们通常用长
度为 1 的有向线段来表示它.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶D 狄拉克 δ 函数
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 21 / 61
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狄拉克 δ 函数的性质 非考试内容

对于广义函数 λ, 我们可以形式地定义 λ(at), λ′:
∫+∞

−∞
λ(at)f(t) dt =

∫+∞

−∞
λ(t) · 1

|a|
f

( t

a

)
dt,

∫+∞

−∞
λ′(t)f(t) dt = −

∫+∞

−∞
λ(t)f ′(t) dt.

由此可知

• ⟨δ(n), f⟩ = (−1)nf (n)(0), 其中 f(t) 是光滑函数.

• δ(at) = 1
|a|

δ(t). 特别地 δ(t) = δ(−t).

• u′(t) = δ(t), 其中 u(t) =
{

1, t ⩾ 0,

0, t < 0
是单位阶跃函数.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶D 狄拉克 δ 函数
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 22 / 61
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狄拉克 δ 函数的傅里叶变换和逆变换

根据 δ 函数的定义可知

F [δ(t)] =
∫+∞

−∞
δ(t)e−iωt dt = 1.

同理可得其傅里叶逆变换. 因此我们得到:

F [δ(t)] = 1, F −1[δ(ω)] = 1
2π

.
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例题: 求傅里叶变换

例. 证明 F [u(t)] = 1
iω

+ πδ(ω).

证明.
F −1

[ 1
iω

]
= 1

2π

∫+∞

−∞

eiωt

iω
dω = 1

π

∫+∞

0

sin ωt

ω
dω.

由

∫+∞

0

sin ω

ω
dω = π

2
可知

∫+∞

0

sin ωt

ω
dω = π

2
sgn(t).故

F −1
[ 1

iω
+ πδ(ω)

]
= 1

2
sgn(t) + 1

2
= u(t) (t ̸= 0).
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傅里叶变换的性质: 线性性质

我们不可能也没必要每次都对需要变换的函数从定义出发计算傅里叶变换.

通过研
究傅里叶变换的性质, 结合常见函数的傅里叶变换, 我们可以得到很多情形的傅里叶变换.

线性性质.
F [αf + βg] = αF + βG, F −1[αF + βG] = αf + βg.

位移性质.
F [f(t − t0)] = e−iωt0F (ω), F −1[F (ω − ω0)] = eiω0tf(t).

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶E 傅里叶变换的性质
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 25 / 61
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傅里叶变换的性质: 位移性质

证明.

F [f(t − t0)] =
∫+∞

−∞
f(t − t0)e−iωt dt

=
∫+∞

−∞
f(t)e−iω(t+t0) dt = e−iωt0F (ω).

逆变换情形类似可得.

由此可得
F [δ(t − t0)] = e−iωt0 , F −1[δ(ω − ω0)] = 1

2π
eiω0t.
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典型例题: 计算傅里叶变换

例. 求 sin ω0t 的傅里叶变换.

解. 由于 F [1] = 2πδ(ω),

因此 F [eiω0t] = 2πδ(ω − ω0),

F [sin ω0t] = 1
2i

[
F [eiω0t] − F [e−iω0t]

]

= 1
2i

[2πδ(ω − ω0) − 2πδ(ω + ω0)]

= iπ[δ(ω + ω0) − δ(ω − ω0)].

练习. F [cos ω0t] =

π[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)]

.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶E 傅里叶变换的性质
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 27 / 61



典型例题: 计算傅里叶变换

例. 求 sin ω0t 的傅里叶变换.

解. 由于 F [1] = 2πδ(ω),

因此 F [eiω0t] = 2πδ(ω − ω0),

F [sin ω0t] = 1
2i

[
F [eiω0t] − F [e−iω0t]

]

= 1
2i

[2πδ(ω − ω0) − 2πδ(ω + ω0)]

= iπ[δ(ω + ω0) − δ(ω − ω0)].

练习. F [cos ω0t] =

π[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)]

.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶E 傅里叶变换的性质
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 27 / 61



典型例题: 计算傅里叶变换

例. 求 sin ω0t 的傅里叶变换.

解. 由于 F [1] = 2πδ(ω), 因此 F [eiω0t] = 2πδ(ω − ω0),

F [sin ω0t] = 1
2i

[
F [eiω0t] − F [e−iω0t]

]

= 1
2i

[2πδ(ω − ω0) − 2πδ(ω + ω0)]

= iπ[δ(ω + ω0) − δ(ω − ω0)].

练习. F [cos ω0t] =

π[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)]

.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶E 傅里叶变换的性质
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 27 / 61



典型例题: 计算傅里叶变换

例. 求 sin ω0t 的傅里叶变换.

解. 由于 F [1] = 2πδ(ω), 因此 F [eiω0t] = 2πδ(ω − ω0),

F [sin ω0t] = 1
2i

[
F [eiω0t] − F [e−iω0t]

]

= 1
2i

[2πδ(ω − ω0) − 2πδ(ω + ω0)]

= iπ[δ(ω + ω0) − δ(ω − ω0)].

练习. F [cos ω0t] =

π[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)]

.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶E 傅里叶变换的性质
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 27 / 61



典型例题: 计算傅里叶变换

例. 求 sin ω0t 的傅里叶变换.

解. 由于 F [1] = 2πδ(ω), 因此 F [eiω0t] = 2πδ(ω − ω0),

F [sin ω0t] = 1
2i

[
F [eiω0t] − F [e−iω0t]

]
= 1

2i
[2πδ(ω − ω0) − 2πδ(ω + ω0)]

= iπ[δ(ω + ω0) − δ(ω − ω0)].

练习. F [cos ω0t] =

π[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)]

.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶E 傅里叶变换的性质
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 27 / 61



典型例题: 计算傅里叶变换

例. 求 sin ω0t 的傅里叶变换.

解. 由于 F [1] = 2πδ(ω), 因此 F [eiω0t] = 2πδ(ω − ω0),

F [sin ω0t] = 1
2i

[
F [eiω0t] − F [e−iω0t]

]
= 1

2i
[2πδ(ω − ω0) − 2πδ(ω + ω0)]

= iπ[δ(ω + ω0) − δ(ω − ω0)].

练习. F [cos ω0t] =

π[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)]

.
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常见傅里叶变换汇总

与 δ 函数有关的傅里叶变换汇总.

(1) F [δ(t)] = 1, F [δ(t − t0)] = e−iωt0;
(2) F [1] = 2πδ(ω), F [eiω0t] = 2πδ(ω − ω0);
(3) F [sin ω0t] = iπ[δ(ω + ω0) − δ(ω − ω0)];
(4) F [cos ω0t] = π[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)];

(5) F [u(t)] = 1
iω

+ πδ(ω).
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傅里叶变换的性质: 微分性质

微分性质.
F [f ′(t)] = iωF (ω), F −1[F ′(ω)] = −itf(t),

F [f (k)(t)] = (iω)kF (ω), F −1[F (k)(ω)] = (−it)kf(t).

这里, 被变换的函数要求在 ∞ 处趋于 0.

证明.

F [f ′] =
∫+∞

−∞
f ′(t)e−iωt dt = −

∫+∞

−∞
f(t)(e−iωt)′ dt = iωF (ω)

逆变换情形类似可得. 一般的 k 归纳可得.

乘多项式性质.
F [tf(t)] = iF ′(ω), F −1[ωF (ω)] = −if ′(t),

F [tkf(t)] = ikF (k)(ω), F −1[ωkF (ω)] = (−i)kf (k)(t).

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶E 傅里叶变换的性质
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傅里叶变换的性质

积分性质.

F

[∫ t

−∞
f(τ) dτ

]
= 1

iω
F (ω) + πδ(ω)

∫+∞

−∞
f(t) dt.

由变量替换易得

相似性质.
F [f(at)] = 1

|a|
F

(ω

a

)
, F −1[F (aω)] = 1

|a|
f

( t

a

)
.
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典型例题: 计算傅里叶变换

例. 求 F [tke−βtu(t)], β > 0.

解. 由于
F [e−βtu(t)] = 1

β + iω
,

因此

F [tke−βtu(t)] = ik
( 1

β + iω

)(k)
= k!

(β + iω)k+1 .

由此可得任意真分式的傅里叶 (逆) 变换.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶E 傅里叶变换的性质
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例题: 周期函数的傅里叶变换

例. 设 f(t) 的傅里叶变换为 F (ω). 求 g(t) =
+∞∑

n=−∞
f(t + nT ) 的傅里叶变换.

解. g(t) 是一个周期为 T 的函数, 设 ω0 = 2π

T
.

我们先计算它的傅里叶级数展开

cn = 1
T

∫ T
2

− T
2

f(t)e−inω0t dt = 1
T

F (nω0),

g(t) = 1
T

+∞∑
n=−∞

F (nω0)einω0t.

因此

G(ω) = F [g(t)] = 2π

T

+∞∑
n=−∞

F (nω0)δ(ω − nω0).

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶E 傅里叶变换的性质
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例题: 周期函数的傅里叶变换

函数 f(t) 的周期扩展 g(t) 的傅里叶变换是一系列脉冲函数的组合, 而各个脉冲的强
度正是由 F (ω) 所决定.

例如矩形脉冲函数作周期扩展后得到通断比为 1
2
的方波信号, 它

的傅里叶变换就是一系列脉冲函数的组合, 各个脉冲函数的强度为脉冲函数所在时间的
sinc 函数值的 2π

T
倍.
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乘积定理

乘积定理. 若 F [f(t)] = F (ω), F [g(t)] = G(ω), 则
∫+∞

−∞
f(t)g(t) dt = 1

2π

∫+∞

−∞
F (ω)G(ω) dω.

特别地, ∫+∞

−∞
|f(t)|2 dt = 1

2π

∫+∞

−∞
|F (ω)|2 dω.

此即 (F, G) = 2π(f, g). 这表明 1√
2π

F 是正交变换.
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例题: 乘积定理的应用

例. 计算
∫+∞

−∞

sin4 x

x2 dx.

解. 由于

f(t) =


1, t ∈ (0, 1),
−1, t ∈ (−1, 0),
0, 其它情形.

的傅里叶变换为 F (ω) = −2i1 − cos ω

ω
.

因此

∫+∞

−∞

sin4 x

x2 dx = 1
2

∫+∞

−∞

(1 − cos 2x

2x

)2
d(2x) = 1

8

∫+∞

−∞
|F (ω)|2 dω

= 1
8

· 2π

∫+∞

−∞
|f(t)|2 dt = π

4

∫1

−1
dt = π

2
.
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泊松求和公式

定理.
+∞∑

n=−∞
f(n) =

+∞∑
n=−∞

F (2πn), 间断点处需修改为左右极限平均值.

证明. 根据前面的例子可知, g(t) =
+∞∑

n=−∞
f(t + n) 的傅里叶展开为

g(t) =
+∞∑

n=−∞
F (2πn)e2πint.

令 t = 0 即得.
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例题: 泊松求和公式的应用

例. 计算 S =
+∞∑

n=−∞

1
n2 + a2 .

由 F [e−βtu(t)] = 1
β + iω

和对称性质可知

F

[ 1
β + it

]
= 2πeβωu(−ω), ω ̸= 0.

由相似性质,
F

[ 1
β − it

]
= 2πe−βωu(ω), ω ̸= 0.

因此

F (ω) = F

[ 1
t2 + a2

]
= 1

2a
F

[ 1
a + it

+ 1
a − it

]
= 1

2a
e−aω sgn(ω).

S =
+∞∑

n=−∞
f(t) = 2π

+∞∑
n=−∞

F (2πn) = π

a

(
1 + 2

∞∑
n=1

e−2πan
)

= π

a th πa
.
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卷积

定义. f1(t), f2(t) 的卷积是指

(f1 ∗ f2)(t) =
∫+∞

−∞
f1(τ)f2(t − τ) dτ.

卷积满足如下重要性质:

卷积定理.
F [f1 ∗ f2] = F1 · F2, F −1[F1 ∗ F2] = 1

2π
f1 · f2.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶F 傅里叶变换的应用
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卷积的性质

证明. F [f1 ∗ f2] =
∫+∞

−∞

∫+∞

−∞
f1(τ)f2(t − τ) dτ · e−iωt dt

=
∫+∞

−∞

∫+∞

−∞
f1(τ)e−iωτ · f2(t − τ)e−iω(t−τ) dt dτ

=
∫+∞

−∞

∫+∞

−∞
f1(τ)e−iωτ · f2(t)e−iωt dt dτ

=
∫+∞

−∞
f1(τ)e−iωτ dτ

∫+∞

−∞
f2(t)e−iωt dt = F [f1]F [f2].

由函数的乘法性质可知卷积满足如下性质:

• f1 ∗ f2 = f2 ∗ f1, (f1 ∗ f2) ∗ f3 = f1 ∗ (f2 ∗ f3);
• f1 ∗ (f2 + f3) = f1 ∗ f2 + f1 ∗ f3;
• f ∗ δ = f ;
• (f1 ∗ f2)′ = f ′

1 ∗ f2 = f1 ∗ f ′
2.
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例题: 计算卷积

例. 设 f1(t) = u(t), f2(t) = e−tu(t). 求 f1 ∗ f2.

解.
(f1 ∗ f2)(t) =

∫+∞

−∞
f2(τ)f1(t − τ) dτ =

∫+∞

0
e−τ u(t − τ) dτ.

当 t < 0 时, (f1 ∗ f2)(t) = 0. 当 t ⩾ 0 时,

(f1 ∗ f2)(t) =
∫ t

0
e−τ dτ = 1 − e−t.

故 (f1 ∗ f2)(t) = (1 − e−t)u(t).
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例题: 卷积的应用 非考试内容

例. 求 I =
∫+∞

−∞

sin ω

ω
· sin(ω/3)

ω/3
dω.

解. 设 F (ω) = sin ω

ω
, G(ω) = sin(ω/3)

ω/3
,

则

F −1[FG] = 1
2π

∫+∞

−∞
F (ω)G(ω)eiωt dω,

F −1[FG](0) = 1
2π

∫+∞

−∞
F (ω)G(ω) dω = 1

2π
I.
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例题: 卷积的应用

我们之前计算过

F −1[F (ω)] = f(t) =


1/2, |t| < 1,

1/4, |t| = 1,

0, |t| > 1.

所以 F −1[G(ω)] = g(t) = 3f(3t),

F −1[FG](0) = (f ∗ g)(0)

=
∫+∞

−∞
f(−t)g(t) dt = 1

2

∫1

−1
g(t) dt = 1

2
,

故 I = 2πF −1[FG](0) = π.
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使用傅里叶变换解微积分方程

微分方程或积分方程 象函数的代数方程

原象函数 (方程的解) 象函数

傅里叶变换 F

傅里叶逆变换 F−1
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例题: 使用傅里叶变换解微积分方程

例. 解方程 y′(t) −
∫ t

−∞
y(τ) dτ = 2δ(t).

解. 设 F [y] = Y .

两边同时作傅里叶变换得到

iωY (ω) − 1
iω

Y (ω) − πY (0)δ(ω) = 2,

Y (ω) = − iω
1 + ω2

[
2 + πY (0)δ(ω)

]
= − 2iω

1 + ω2 = 1
1 + iω

− 1
1 − iω

,

y(t) = F −1
[ 1

1 + iω
− 1

1 − iω

]

=


0 − et = −et, t < 0,

0, t = 0,

e−t − 0 = e−t, t > 0.
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例题: 使用傅里叶变换解微积分方程

例. 解方程 y′′(t) − y(t) = 0.

解. 设 F [y] = Y ,

则

F [y′′(t) − y(t)] = [(iω)2 − 1]Y (ω) = 0,

Y (ω) = 0, y(t) = F −1[Y (ω)] = 0.

显然这是不对的, 该方程的解应该是 y(t) = C1et + C2e−t.

原因在于使用傅里叶变换要求函数是绝对可积的, 而 et, e−t 并不满足该条件. 我们需
要一个对函数限制更少的积分变换来解决此类方程, 例如拉普拉斯变换.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶F 傅里叶变换的应用
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 45 / 61



例题: 使用傅里叶变换解微积分方程

例. 解方程 y′′(t) − y(t) = 0.

解. 设 F [y] = Y ,

则

F [y′′(t) − y(t)] = [(iω)2 − 1]Y (ω) = 0,

Y (ω) = 0, y(t) = F −1[Y (ω)] = 0.

显然这是不对的, 该方程的解应该是 y(t) = C1et + C2e−t.

原因在于使用傅里叶变换要求函数是绝对可积的, 而 et, e−t 并不满足该条件. 我们需
要一个对函数限制更少的积分变换来解决此类方程, 例如拉普拉斯变换.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶F 傅里叶变换的应用
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 45 / 61



例题: 使用傅里叶变换解微积分方程

例. 解方程 y′′(t) − y(t) = 0.

解. 设 F [y] = Y , 则

F [y′′(t) − y(t)] = [(iω)2 − 1]Y (ω) = 0,

Y (ω) = 0, y(t) = F −1[Y (ω)] = 0.

显然这是不对的, 该方程的解应该是 y(t) = C1et + C2e−t.

原因在于使用傅里叶变换要求函数是绝对可积的, 而 et, e−t 并不满足该条件. 我们需
要一个对函数限制更少的积分变换来解决此类方程, 例如拉普拉斯变换.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶F 傅里叶变换的应用
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 45 / 61



例题: 使用傅里叶变换解微积分方程

例. 解方程 y′′(t) − y(t) = 0.

解. 设 F [y] = Y , 则

F [y′′(t) − y(t)] = [(iω)2 − 1]Y (ω) = 0,

Y (ω) = 0, y(t) = F −1[Y (ω)] = 0.

显然这是不对的, 该方程的解应该是 y(t) = C1et + C2e−t.

原因在于使用傅里叶变换要求函数是绝对可积的, 而 et, e−t 并不满足该条件. 我们需
要一个对函数限制更少的积分变换来解决此类方程, 例如拉普拉斯变换.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶F 傅里叶变换的应用
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 45 / 61



例题: 使用傅里叶变换解微积分方程

例. 解方程 y′′(t) − y(t) = 0.

解. 设 F [y] = Y , 则

F [y′′(t) − y(t)] = [(iω)2 − 1]Y (ω) = 0,

Y (ω) = 0, y(t) = F −1[Y (ω)] = 0.

显然这是不对的, 该方程的解应该是 y(t) = C1et + C2e−t.

原因在于使用傅里叶变换要求函数是绝对可积的, 而 et, e−t 并不满足该条件. 我们需
要一个对函数限制更少的积分变换来解决此类方程, 例如拉普拉斯变换.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 1 傅里叶变换 ▶F 傅里叶变换的应用
⊞□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□□ 45 / 61



例题: 使用傅里叶变换解微积分方程

例. 解方程 y′′(t) − y(t) = 0.

解. 设 F [y] = Y , 则

F [y′′(t) − y(t)] = [(iω)2 − 1]Y (ω) = 0,

Y (ω) = 0, y(t) = F −1[Y (ω)] = 0.

显然这是不对的, 该方程的解应该是 y(t) = C1et + C2e−t.

原因在于使用傅里叶变换要求函数是绝对可积的, 而 et, e−t 并不满足该条件.

我们需
要一个对函数限制更少的积分变换来解决此类方程, 例如拉普拉斯变换.
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第二节 拉普拉斯变换
拉普拉斯变换

拉普拉斯变换的性质

拉普拉斯逆变换

拉普拉斯变换的应用



拉普拉斯变换

傅里叶变换对函数要求过高, 这使得在很多时候无法应用它, 或者要引入复杂的广义
函数.

对于一般的 f(t), 为了让它绝对可积, 我们考虑

f(t)u(t)e−βt, β > 0.

它的傅里叶变换为

F [f(t)u(t)e−βt] =
∫+∞

0
f(t)e−(β+iω)t dt =

∫+∞

0
f(t)e−st dt,

其中 s = β + iω. 这样的积分在我们遇到的多数情形都是存在的, 只要选择充分大的
β = Re s. 我们称之为 f(t) 的拉普拉斯变换 L [f ].

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 2 拉普拉斯变换 ▶A 拉普拉斯变换
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拉普拉斯变换存在定理

拉普拉斯变换存在定理. 若定义在 [0, +∞) 上的函数 f(t) 满足

• f(t) 在任一有限区间上至多只有有限多间断点;
• 存在 M, c 使得 |f(t)| ⩽ Mect,

则 F (s) = L [f(t)] 在 Re s > c 上存在且为解析函数.

原象函数
f(t)

象函数
F (s) =

∫+∞

0

f(t)e−st dt

拉普拉斯变换 L

拉普拉斯逆变换 L −1

虽然我们限定了函数只定义在 t ⩾ 0 处, 但很多时候这不影响我们使用. 这是因为在
物理学中, 很多时候我们只考虑系统自某个时间点开始之后的行为.
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例题: 求拉普拉斯变换

例. 求 L [eat].

解.

L [eat] =
∫+∞

0
eate−st dt

=
∫+∞

0
e−(s−a)t dt = − 1

s − a
e−(s−a)t∣∣+∞

0

= 1
s − a

, Re s > Re a.

即 L [eat] = 1
s − a

.特别地 L [1] = 1
s

.
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例题: 求拉普拉斯变换

例. 求 L [tm], 其中 m 是正整数.

解. 由前面的例子知道
F [tme−βtu(t)] = m!

(β + iω)m+1 .

因此 L [tm] = m!
sm+1 .

也可直接由分部积分和递推得到.
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拉普拉斯变换的性质

和傅里叶变换类似, 拉普拉斯变换也有着各种性质. 我们不加证明地列出它们.

拉普拉斯变换的性质.

• (线性性质) L [αf + βg] = αF + βG, L −1[αF + βG] = αf + βg.

• (积分性质) L

[∫ t

0
f(τ) dτ

]
= 1

s
F (s).

• (乘多项式性质) L [tf(t)] = −F ′(s), L [tkf(t)] = (−1)kF (k)(s).
• (延迟性质) L [f(t − t0)] = e−st0F (s), t0 ⩾ 0.
• (位移性质) L [es0tf(t)] = F (s − s0).
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例题: 求拉普拉斯变换

例. 求 L [tmeat], 其中 m 是正整数.

解. 由 L [tm] = m!
sm+1 可知

L [tmeat] = m!
(s − a)m+1 .

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 2 拉普拉斯变换 ▶B 拉普拉斯变换的性质
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典型例题: 求拉普拉斯变换

例. 求 L [sin kt].

解.

L [sin kt] = L [eikt] − L [e−ikt]
2i

= 1
2i

( 1
s − ik

− 1
s + ik

)
= k

s2 + k2 .

练习. L [cos kt] =

s

s2 + k2

.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 2 拉普拉斯变换 ▶B 拉普拉斯变换的性质
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拉普拉斯变换的性质

微分性质.
L [f ′(t)] = sF (s) − f(0),

L [f ′′(t)] = s2F (s) − sf(0) − f ′(0).

从拉普拉斯变换的微分性质可以看出, 拉普拉斯变换可以将微分方程转化为代数方
程, 从而可用于解微分方程.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 2 拉普拉斯变换 ▶B 拉普拉斯变换的性质
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常见拉普拉斯变换汇总

与有理函数有关的拉普拉斯变换汇总.

(1) L [1] = 1
s

, L [eat] = 1
s − a

;

(2) L [tm] = m!
sm+1 , L [tmeat] = m!

(s − a)m+1 ;

(3) L [sin kt] = k

s2 + k2 , L [eat sin kt] = k

(s − a)2 + k2 ;

(4) L [cos kt] = s

s2 + k2 , L [eat cos kt] = s − a

(s − a)2 + k2 .

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 2 拉普拉斯变换 ▶B 拉普拉斯变换的性质
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卷积定理

由于在拉普拉斯变换中, 我们考虑的函数在 t < 0 时都是零.

此时函数的卷积变成了

f1(t) ∗ f2(t) =
∫ t

0
f1(τ)f2(t − τ) dτ, t ⩾ 0,

且我们有如下的卷积定理.

卷积定理.
L [f1(t) ∗ f2(t)] = F1(s) · F2(s).

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 2 拉普拉斯变换 ▶B 拉普拉斯变换的性质
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拉普拉斯逆变换

拉普拉斯逆变换可以由如下定理给出

拉普拉斯逆变换定理. 设 F (s) 的所有奇点为 s1, . . . , sk, 且 lim
z→∞

F (z) = 0, 则

L −1[F (s)] =
n∑

k=1
Res

[
F (s)est, sk

]
.

不过我们只要求掌握如何利用常见函数的拉普拉斯变换来计算逆变换.

复变函数与积分变换 ▶第七章 积分变换 ▶ 2 拉普拉斯变换 ▶C 拉普拉斯逆变换
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例题: 求拉普拉斯逆变换

例. 求 F (s) = 1
s(s − 1)2 的拉普拉斯逆变换.

解.

Res[F (s)est, 0] = est

(s − 1)2

∣∣∣
s=0

= 1,

Res[F (s)est, 1] =
(est

s

)′∣∣∣
s=1

= tests − est

s2

∣∣∣
s=1

= (t − 1)et,

故 L −1[F (s)] = 1 + (t − 1)et.
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例题: 求拉普拉斯逆变换

另解. 设 F (s) = a

s
+ b

s − 1
+ c

(s − 1)2 ,

则

a = Res[F (s), 0] = lim
s→0

sF (s) = 1
(s − 1)2

∣∣∣
s=0

= 1,

b = Res[F (s), 1] = lim
s→1

[
(s − 1)2F (s)

]′ =
(1

s

)′∣∣∣
s=1

= − 1
s2

∣∣∣
s=1

= −1,

c = Res[(s − 1)F (s), 1] = lim
s→1

(s − 1)2F (s) = 1
s

∣∣∣
s=1

= 1.

故 L −1[F (s)] = L −1
[1

s
− 1

s − 1
+ 1

(s − 1)2

]
= 1 + (t − 1)et.
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使用拉普拉斯变换解微积分方程

微分方程或积分方程 象函数的代数方程

原象函数 (方程的解) 象函数

拉普拉斯变换 L

拉普拉斯逆变换 L −1
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例题: 使用拉普拉斯变换解微分方程

例. 解微分方程
{

y′′ + 2y = sin t,

y(0) = 0, y′(0) = 2.

解. 设 L [y] = Y , 则 L [y′′] = s2Y − sy(0) − y′(0) = s2Y − 2,

因此

s2Y − 2 + 2Y = L [sin t] = 1
s2 + 1

,

Y (s) = 2
s2 + 2

+ 1
(s2 + 1)(s2 + 2)

= 1
s2 + 1

+ 1
s2 + 2

,

y(t) = L −1
[ 1

s2 + 1

]
+ L −1

[ 1
s2 + 2

]
= sin t +

√
2

2
sin(

√
2t).
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例题: 使用拉普拉斯变换解微分方程

例. 解微分方程 y′′(t) − y(t) = 0.

解. 设 a = y(0), b = y′(0), L [y] = Y ,

则

L [y′′] = s2Y − as − b,

s2Y − as − b − Y = 0,

Y (s) = as + b

s2 − 1
= a + b

2
· 1

s − 1
+ a − b

2
· 1

s + 1
,

y(t) = L −1[Y (s)] = a + b

2
et + a − b

2
e−t.

即通解为 y(t) = C1et + C2e−t.
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