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第二章 导数与微分及其应用
1 导数与微分的定义

2 导数的计算

3 导数的应用

4 中值定理

5 不等式的证明



第一节 导数与微分的定义
导数的定义

微分的定义



例. 设 f(0) = 0, 则 f(x) 在 x = 0 处可导的充要条件是( ).

lim
h→0

1
h2 f(1 − cos h) 存在(A) lim

h→0

1
h

f(1 − eh) 存在(B)

lim
h→0

1
h2 f(h − sin h) 存在(C) lim

h→0

1
h

(
f(2h) − f(h)

)
存在(D)

解. f ′(0) = lim
x→0

f(x) − f(0)
x − 0

= lim
x→0

f(x)
x

. 设 lim
h→0

g(h) = 0. 如果 f ′(0) 存在, 那么 lim
h→0

f
(
g(h)

)
g(h)

=

lim
x→0

f(x)
x

= f ′(0). 反过来则要求 g(h) 能在任意 U(0, δ) 的值域覆盖某个 U(0, δ1), 这样就能保证

lim
h→0

f
(
g(h)

)
g(h)

存在 =⇒ lim
x→0

f(x)
x
存在.
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例. 设 f(0) = 0, 则 f(x) 在 x = 0 处可导的充要条件是( B ).

lim
h→0

1
h2 f(1 − cos h) 存在(A) lim

h→0

1
h

f(1 − eh) 存在(B)

lim
h→0

1
h2 f(h − sin h) 存在(C) lim

h→0

1
h

(
f(2h) − f(h)

)
存在(D)

续解. 如果 g(h) 在 U(0, δ) 的值域只能覆盖 (0, δ1), 则只能保证 f ′
+(0) 存在.

(A): g(h) = 1 − cos h ⩾ 0, 所以它只能保证 f ′
+(0) 存在.

(B): g(h) = 1 − eh 存在反函数 h = ln(1 − x), 所以 (B) 正确.

(C): g(h) = h − sin h ∼ h3

6
, 所以分母应该换成 h3, 这样再加上 g 在 0 附近单调递增就对了 ((C)

是必要条件, 如果分母是 h4 是充分条件).
(D): 可以选择 f(x) = 1, x ̸= 0 来说明它错误.
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例. 设 f(x) 在 x = 0 处连续, 且 lim
x→0

f(2x) − f(x)
x

= A, 求证: f ′(0) 存在且等于 A.

证明. 毫无疑问这里要用到连续性. 由题设可知 f(2x) − f(x) = Ax + o(x), 于是

f(x) − f
(x

2

)
= A · x

2
+ o(x),

f
(x

2

)
− f

(x

4

)
= A · x

4
+ o(x),

...

f
( x

2n−1

)
− f

( x

2n

)
= A · x

2n
+ o(x).

将以上各式相加得到

f(x) − f
( x

2n

)
= Ax

(1
2

+ 1
22 + · · · + 1

2n

)
+ o(x) = Ax

(
1 − 1

2n

)
+ o(x).

注意这里是因为只有有限项, 所以所有的 o(x) 加起来还是 o(x). 但是这里不能直接令 n → ∞ 得
到 f(x) − f(0) = Ax + o(x), 因为 x → 0 和 n → ∞ 不能随便交换.
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例. 设 f(x) 在 x = 0 处连续, 且 lim
x→0

f(2x) − f(x)
x

= A, 求证: f ′(0) 存在且等于 A.

续证. 我们回头来重新写一下. 对于任意 ε > 0, 存在 δ > 0 使得当 |x| < δ 时, f(2x) −
f(x) = Ax + α(x)x, 其中 |α(x)| < ε. 这样我们加起来得到

f(x) − f
( x

2n

)
= Ax

(1
2

+ 1
22 + · · · + 1

2n

)
+

n∑
k=1

α
( x

2k

) x

2k
,

这里 ∣∣∣∣ n∑
k=1

α
( x

2k

) x

2k

∣∣∣∣ ⩽ ε
(
1 − 1

2n

)
|x| < ε|x|.

令 n → ∞, 并由 f(x) 在 0 处的连续性得到 |f(x) − f(0) − Ax| ⩽ ε|x|. 最后由 ε 的任意性

可得 lim
x→0

f(x) − f(0) − Ax

x
= 0, 即 f ′(0) 存在且等于 A.
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例. 设 f(x) 是定义在 −1 < x < 1 的实值函数, 且 f ′(0) 存在. 设 {an}, {bn} 是两个实数列, 且

−1 < an < 0 < bn < 1, lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0. 证明: lim
n→∞

f(bn) − f(an)
bn − an

= f ′(0).

证明. 这题和上一题有类似的想法. 对于任意 ε > 0, 存在 δ > 0 使得当 0 < |x| < δ 时,∣∣∣f(x) − f(0)
x

−f ′(0)
∣∣∣ < ε. 由于 an, bn 极限均为 0,因此存在 N 使得当 n > N 时, |an| < δ, |bn| < δ.

于是
|f(an) − f(0) − anf ′(0)| < |an|ε = −anε,

|f(bn) − f(0) − bnf ′(0)| < |bn|ε = bnε.

由三角不等式
|f(bn) − f(an) − (bn − an)f ′(0)|

⩽ |f(bn) − f(0) − bnf ′(0)| + |f(an) − f(0) − anf ′(0)|
< (bn − an)ε,

最后由 ε 的任意性可得 lim
n→∞

f(bn) − f(an)
bn − an

= f ′(0).
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例. 设 a1, . . . , an为实数,且
∣∣∣ n∑
k=1

ak sin kx
∣∣∣ ⩽ |sin x|,

∣∣∣ n∑
j=1

an−j+1 sin jx
∣∣∣ ⩽ |sin x|. 证明:

∣∣∣ n∑
k=1

ak

∣∣∣ ⩽
2

n + 1
.

证明. 这题看上去没什么想法, 但是如果利用 sin x ∼ x 替换掉, 我们就可以发现绝对值内部的两个
求和, 加在一起正好抵消成了 (n + 1)akx. 所以我们要用它在 0 处的近似, 也就是导数.
设

f(x) =
n∑

k=1

ak sin kx, g(x) =
n∑

j=1
an−j+1 sin jx =

n∑
k=1

ak sin(n + 1 − k)x.

那么 f(0) = g(0) = 0,

f ′(x) =
n∑

k=1

kak cos kx, g′(x) =
n∑

k=1

(n + 1 − k)ak cos kx, f ′(0) + g′(0) = (n + 1)
n∑

k=1

ak.

故
n∑

k=1
ak = f ′(0) + g′(0)

n + 1
.
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例. 设 a1, . . . , an为实数,且
∣∣∣ n∑
k=1

ak sin kx
∣∣∣ ⩽ |sin x|,

∣∣∣ n∑
j=1

an−j+1 sin jx
∣∣∣ ⩽ |sin x|. 证明:

∣∣∣ n∑
k=1

ak

∣∣∣ ⩽
2

n + 1
.

续证. 现在来估计 f ′(0), g′(0). 由 |f(x)| ⩽ |sin x| 可知对于 x ̸= 0,
∣∣∣f(x) − f(0)
sin x − sin 0

∣∣∣ ⩽ 1. 取
极限得到 |f ′(0)| ⩽ 1. 同理 |g′(0)| ⩽ 1. 于是∣∣∣ n∑

k=1
ak

∣∣∣ = |f ′(0) + g′(0)|
n + 1

⩽ |f ′(0)| + |g′(0)|
n + 1

⩽ 2
n + 1

.
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例. 设 f(1) = 0, f ′(1) = 2, 求 lim
x→0

f(sin2 x + cos x)
x2 + x tan x

.

解. 这种极限需要先凑一个导数形式的极限.

原式 = lim
x→0

f(sin2 x + cos x) − f(1)
sin2 x + cos x − 1

· sin2 x + cos x − 1
x2 + x tan x

= f ′(1) lim
x→0

x2 − x2

2 + o(x2)
2x2 + o(x2)

= 1
2

.

大学生数学竞赛（非数） ▶第二章 导数与微分及其应用 ▶ 1 导数与微分的定义 ▶A 导数的定义
⊞□□□□□□□□□□⊞ 8 / 78



例. 下列命题正确的是( ).

若 f ′(x) 在 (0, 1) 内连续, 则 f(x) 在 (0, 1) 内有界.(A)

若 f(x) 在 (0, 1) 内连续, 则 f(x) 在 (0, 1) 内有界.(B)

若 f ′(x) 在 (0, 1) 内有界, 则 f(x) 在 (0, 1) 内有界.(C)

若 f(x) 在 (0, 1) 内有界, 则 f ′(x) 在 (0, 1) 内有界.(D)

解. 开区间内连续和有界一般没什么关系. 设 f(x) = 1
x

, 则可知 (A)(B) 错误. 设 f(x) =
√

x, 则
可知 (D) 错误. 对于 (C), 由

f(x) − f
(1

2

)
=
(

x − 1
2

)
f ′(ξ)

可知 f(x) 有界.
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例. 设函数 f(x) 在 (0, +∞) 内有界可导, 则( B ).

当 lim
x→+∞

f(x) = 0 时, 必有 lim
x→+∞

f ′(x) = 0.(A)

当 lim
x→+∞

f ′(x) 存在时, 必有 lim
x→+∞

f ′(x) = 0.(B)

当 lim
x→0+

f(x) = 0 时, 必有 lim
x→0+

f ′(x) = 0.(C)

当 lim
x→0+

f ′(x) 存在时, 必有 lim
x→0+

f ′(x) = 0.(D)

解. 只需考虑某些振荡得比较厉害的情形即可. 对于 (A), f(x) 可以振荡着趋于 0, 而且每
次振荡出一个非常陡的尖尖, (A) 错误.
对于 (B), 如果 f ′(x) 的极限为 A ̸= 0, 那么充分大之后, f(x) 基本上和 Ax 具有相似的
增长幅度, 所以不可能有界.
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续解. 严格证明: 存在 X 使得 x > X 时, |f ′(x) − A| <
|A|
2

, 于是 f ′(x) 在 A 和
A

2
之间.

由拉格朗日定理可知存在 ξ ∈ (X, x) 使得 f(x) − f(X) = (x − X)f(ξ). 设 |f(x)| ⩽ M , 则

2M ⩾ |f(x) − f(X)| ⩾ |A|(x − X)
2

,

当 x > X + 4M

|A|
时得到矛盾.

(C)(D) 考虑 f(x) = sin x 即可知错误.
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例. 设 f(u) 可导, y = f(x2) 当自变量 x 在 x = −1 处取得增量 ∆x = −0.1 时, 相应函数
增量 ∆y 的线性主部为 0.1. 求 f ′(1).

只需注意 ∆y 的线性主部 = dy = f ′(x0) dx; ∆x = dx.

解. 由微分定义可知

y′(−1) = 2xf ′(x2)|x=−1 = dy

dx
= 0.1

−0.1
= −1.

故 f ′(1) = 1
2

.
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第二节 导数的计算
利用求导公式和求导法则求导

分段函数的求导法

隐函数、参数方程及反函数的导数

积分上限函数的导数

高阶导数



例. 设 f(x) = (x − 1)(x − 2) · · · (x − n)
(x + 1)(x + 2) · · · (x + n)

, 求 f ′(1).

解. 设 g(x) = (x − 2) · · · (x − n)
(x + 1)(x + 2) · · · (x + n)

,则 f(x) = (x−1)g(x), f ′(x) = g(x)+(x−1)g′(x),

因此

f ′(1) = g(1) = (−1)n+1

n(n + 1)
.

如果利用对数求导法, 我们可以得到

(ln f)′ = f ′

f
= 1

x − 1
+ · · · + 1

x − n
− 1

x + 1
− · · · − 1

x + n
.

例如 f ′(0) = f(0) ·
(
−2

n∑
k=1

1
k

)
= 2(−1)n+1

n∑
k=1

1
k

.
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例. 设 f1(x) = x√
1 + x2

, fn(x) = f1(fn−1(x)). 求 f ′
n(1).

解.

f2(x) = f1(f1(x)) =
x√

1+x2√
1 + x2

1+x2

= x√
1 + 2x2

.

我们猜测 fn(x) = x√
1 + nx2

. 归纳: 设 fk(x) = x√
1 + kx2

, 则

fk+1(x) = f1(fk(x)) =
x√

1+kx2√
1 + x2

1+kx2

= x√
1 + (k + 1)x2 .

因此由数学归纳法可知成立.

f ′
n(x) = (1 + nx2)− 1

2 + x · (−1
2

)(1 + nx2)− 3
2 · (2nx) = 1

(1 + nx2)
3
2

.
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例. 设 φ(x) =

x2 + x2 sin 1
x

, x ≠ 0

0, x = 0
, 函数 f(x) 为 R 上的可导函数, 求函数 F (x) =

f
(
φ(x)

)
的导数.

解. 当 x ̸= 0 时,

F ′(x) = f ′
(
x2 + x2 sin 1

x

)(
2x + 2x sin 1

x
+ x2 cos 1

x
·
(
− 1

x2
))

= f ′
(
x2 + x2 sin 1

x

)(
2x + 2x sin 1

x
− cos 1

x

)
.
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例. 设 φ(x) =

x2 + x2 sin 1
x

, x ̸= 0

0, x = 0,
, 函数 f(x) 为 R 上的可导函数, 求函数 F (x) =

f
(
φ(x)

)
的导数.

续解. 当 x = 0 时,

F ′(0) = lim
x→0

F (x) − F (0)
x − 0

= lim
x→0

f
(
x2 + x2 sin 1

x

)
− f(0)

x

= lim
x→0

f
(
x2 + x2 sin 1

x

)
− f(0)

x2 + x2 sin 1
x

·
x2 + x2 sin 1

x

x

= f ′(0) · 0 = 0.

或者先说明 φ′(0) = 0 也是可以的.
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例. 已知函数 f(u) 具有连续二阶导数, 且 f ′(0) = 1. y = y(x) 由 y − xey−1 = 1 确定. 设

z = f(ln y − sin x), 求 dz

dx

∣∣∣∣
x=0

,
d2z

dx2

∣∣∣∣
x=0

.

解. 由 y − xey−1 = 1 可得 y(0) = 1. 对 y − xey−1 = 1 两边求导得到
y′ − ey−1 − xey−1y′ = 0 =⇒ y′(0) = 1,

y′′ − ey−1y′ − ey−1y′ − xey−1y′2 − xey−1y′′ = 0 =⇒ y′′(0) = 2,

dz

dx
= f ′(ln y − sin x)

(y′

y
− cos x

)
=⇒ dz

dx

∣∣∣∣
x=0

= f ′(0) · 0 = 0,

d2z

dx2 = f ′′(ln y − sin x)
(y′

y
− cos x

)2
+ f ′(ln y − sin x)

(y′′

y
− y′2

y2 + sin x
)

=⇒ d2z

dx2

∣∣∣∣
x=0

= f ′′(0) · 0 + f ′(0) = 1.
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例. 设 e3y +
∫x+y

0
cos t2 dt = 1, y(0) = 0. 求 d2y

dx2 |x=0.

解. 两边同时求导得到
3e3yy′ + (1 + y′) cos(x + y)2 = 0.

代入 x = y = 0 得到 y′(0) = −1
4

. 两边再次求导得到

9e3yy′2 + 3e3yy′′ + y′′ cos(x + y)2 + (1 + y′) ·
(
− sin(x + y)2) · 2(x + y) · (1 + y′) = 0,

代入 x = y = 0 得到 y′′(0) = −9
4

y′(0)2 = − 9
64

.
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例. 求对数螺线 ρ = eθ 在点 (ρ, θ) =
(
e

π
2 ,

π

2

)
处的切线方程.

解. 根据直角坐标与极坐标的关系{
x = ρ cos θ,

y = ρ sin θ
=⇒ ρ = e

π
2 , θ = π

2
, x = 0, y = e

π
2 .

于是
dy

dx

∣∣∣
θ=π/2

= dρ sin θ + ρ cos θ dθ

dρ cos θ − ρ sin θ dθ
= eθ sin θ + eθ cos θ

eθ cos θ − eθ sin θ
= sin θ + cos θ

cos θ − sin θ
,

dy

dx

∣∣∣
θ=π/2

= −1, 方程为 x + y = e
π
2 .

大学生数学竞赛（非数） ▶第二章 导数与微分及其应用 ▶ 2 导数的计算 ▶C 隐函数、参数方程及反函数的导数
⊞□⊞□⊞□□□□□⊞⊞□□□□□ 19 / 78



例. 设函数 y = y(x) 在 (−∞, +∞) 内具有二阶导数, 且 y′ ̸= 0, x = x(y) 是 y = y(x) 的

反函数. 求 d2x

dy2 + (y + sin x)
(dx

dy

)3
= 0 满足 y(0) = 0, y′(0) = 3

2
的解.

解. 根据反函数的导数性质:
dx

dy
= 1

y′ ,
d2x

dy2 = d(1/y′)
dy

= 1
y′ ·

(
− y′′

y′2

)
= − y′′

y′3 .

代入原方程中得到

− y′′

y′3 + (y + sin x)
( 1

y′

)3
= 0, y′′ − y − sin x = 0.

注意到齐次部分 y′′ − y = 0 的通解为 y = C1ex + C2e−x. 设 y = A cos x + B sin x 是一特

解, 代入可得 A = 0, B = −1
2

. 因此通解为 y = C1ex + C2e−x − 1
2

sin x, 代入初值条件可得

y = ex − e−x − 1
2

sin x.
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对于常系数非齐次线性微分方程
y(n) + cn−1y(n−1) + · · · + c1y′ + c0y = f(x),

它的其次部分通解由它的特征多项式
λn + cn−1λn−1 + · · · + c1yλ′ + c0 = 0

的根确定.
• 实数根对应 eλx;
• 虚数根 λ = a ± bi 对应 e(a+bi)x = eax(cos bx ± i sin bx) (欧拉恒等式), 所以也就是对
应 eax cos bx 和 eax sin bx;

• 对于 k 重根, 则将对应函数分别乘 1, x, x2, . . . , xk−1.
最终 n 个根对应 n 个函数, 它们的线性组合就是齐次部分通解.
然后是特解的寻找. 如果 f(x) 是指数函数、三角函数、多项式或者它们的乘积, 那

么 f(x) 本身也是满足一个常系数齐次线性微分方程的. 例如 xe3x sin 2x 对应特征值
3 ± 2i (2 重), 它对应一个 4 次特征多项式, 对应 4 次常系数齐次线性微分方程. 这些特征
值合并上原本有的特征值 (保留各自重数), 就是 y 满足的一个常系数齐次线性微分方程
的特征值.
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例如 y′′ − y = sin x, 齐次部分特征值为 ±1, f(x) = sin x 对应特征值 ±i, 所以所有
的特征值就是 ±1, ±i. 这表明 y 一定是 ex, e−x, cos x, sin x 的线性组合. 但由于 ex, e−x

已经出现在齐次部分通解里了, 所以可以设特解 y = A cos x + B sin x.

例如 y′′′ − 2y′′ + 2y′ = ex sin x, 齐次部分特征值为 0, 1 ± i, f(x) 对应的特征值为
1 ± i, 所以所有的特征值就是 0, 1 ± i(2 重). 这表明 y 一定是
1, ex cos x, xex cos x, ex sin x, xex sin x 的线性组合. 去掉齐次部分通解, 可以设特解
y = xex(A cos x + B sin x).
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例. 设函数 f(x) 连续, 且 F (x) =
∫x2

0
tf(x2 − t) dt. 求 F ′(x).

解. 令 u = x2 − t, 则

F (x) =
∫0

x2
(x2 − u)f(u)(− du) =

∫x2

0
(x2 − u)f(u) du.

所以

F ′(x) = 2x(x2 − x2)f(x2) +
∫x2

0
2xf(u) du = 2x

∫x2

0
f(u) du.

这里我们利用了如下公式
d

dx

∫β(x)

α(x)
f(x, u) du = f

(
x, β(x)

)
β′(x) − f

(
x, α(x)

)
α′(x) +

∫β(x)

α(x)

∂

∂x
f(x, u) du.
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常见函数的高阶导数公式如下:

(1) (eax)(n) = aneax;

(2) (cos ax)(n) = an cos
(
ax + nπ

2

)
, (sin ax)(n) = an sin

(
ax + nπ

2

)
;

(3)
(
ln(1 + ax)

)(n) = (−1)n−1an (n − 1)!
(1 + ax)n

,
( 1

1 + ax

)(n)
= (−1)nan n!

(1 + ax)n+1 ;

(4) 莱布尼兹公式: (uv)(n) =
n∑

k=0
Ck

nu(k)v(n−k). 特别地, 如果 u 是一个 k 多项式, 则实际
只会有 k + 1 项.
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例. 设 f(x) = dn

dxn
(1 − xm)n, 其中 m, n 为正整数. 求 f(1).

解. 注意到 1 − xm = (1 − x)(1 + x + · · · + xm−1). 设 g(x) = (1 − x)n, h(x) = (1 + x +
· · · + xm−1)n, 则 g(1) = g′(1) = · · · = g(n−1)(1) = 0, g(n)(1) = (−1)nn!.(

gh
)(n)(1) = g(n)(1)h(1) = (−1)nn!mn.

另解. 设 x = 1 + t, 则 f(1) = g(n)(0), 其中

g(t) =
(
1 − (1 + t)m)n = (−mt − C2

mt2 − · · · )n = (−m)ntn + · · · .

故 f(1) = g(n)(0) = (−m)nn!.
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例. 设 y = arctan x, 求 y(n)(0), n ⩾ 3.

解. 注意到 y′ = 1
1 + x2 , (1 + x2)y′ = 1. 两边同时求 n − 1 阶导得到

(1 + x2)y(n) + C1
n−12xy(n−1) + C2

n−12y(n−2) = 0,

y(n) + n(n − 1)y(n−2) = 0,
显然 y′(0) = 1, y′′(0) = 0, 递推可得 y(2m)(0) = 0, y(2m+1)(0) = (−1)m(2m)!.

另解. 由
y′ = 1

1 + x2 = 1 − x2 + x4 − x6 + · · · + (−1)nx2n + · · · , |x| < 1
可得

y = x − x3

3
+ x5

5
− x7

7
+ · · · + (−1)n x2n+1

2n + 1
+ · · · , |x| < 1.

由泰勒展开与高阶导数关系可知 y(2m)(0) = 0, y(2m+1)(0) = (−1)m(2m)!.
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设 r =
√

a2 + b2, cos θ = a/r, sinθ = b/r, 则 a ± bi = re±iθ.

注意到
( 1

1 + ax

)(n)
(x) = (−1)nann!,

1
(x + a)2 + b2 = i

2br2

( a − bi
1 + x

a+bi
− a + bi

1 + x
a−bi

)
= i

2r2 sin θ

( e−iθ

1 + r−1e−iθx
− eiθ

1 + r−1eiθx

)
,

x

(x + a)2 + b2 = 1
2bi

( 1
1 + x

a+bi
− 1

1 + x
a−bi

)
= 1

2ir sin θ

( 1
1 + r−1e−iθx

− 1
1 + r−1eiθx

)
,

因此( 1
(x + a)2 + b2

)(n)
(0) = (−1)nn!ir−n

2r2 sin θ

(
e−(n+1)iθ − e(n+1)iθ

)
= (−1)nn!

rn+2 · sin(n + 1)θ
sin θ

,

( x

(x + a)2 + b2

)(n)
(0) = (−1)nn!r−n

2ir sin θ

(
e−(n+1)iθ − e(n+1)iθ

)
= (−1)n+1n!

rn+1 · sin nθ

sin θ
.

由此可得任意有理函数在 0 处的高阶导数值.
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例. 设 y = 1√
1 − x2

arcsin x, 求 y(n)(0), n ⩾ 3.

解. 注意到
y′ = x

(1 − x2)3/2 arcsin x + 1
1 − x2 .

所以
(1 − x2)y′ = xy + 1

两边同时求 n 阶导得到

(1 − x2)y(n+1) + C1
n(−2x)y(n) + C2

n(−2)y(n−1) = xy(n) + C1
ny(n−1),

令 x = 0, 得到 y(n+1)(0) = n2y(n−1)(0), n ⩾ 1. 注意到 y′(0) = 1, 故
y(2m)(0) = 0, y(2m+1)(0) = (2m)!!2 = 4mm!2.

事实上, 这是一个奇函数, 所以在 0 处偶数阶导数都为零.
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例. 设 y = cos(β arcsin x), 求 y(n)(0).

解. 这题的想法也是类似的. 注意到

y′ = − sin(β arcsin x) · β · 1√
1 − x2

, y′(0) = 0,

y′′ = − cos(β arcsin x) · β2 · 1
1 − x2 − sin(β arcsin x) · β · x

(1 − x2)3/2 , y′′(0) = −β2.

所以
(1 − x2)y′′ = −β2y + xy′.

两边同时求 n 阶导得到

(1 − x2)y(n+2) + C1
n(−2x)y(n+1) + C2

n(−2)y(n) = −β2y(n) + xy(n+1) + C1
ny(n),

令 x = 0, 得到 y(n+2)(0) = (n2 − β2)y(n)(0). 故

y(2m−1)(0) = 0, y(2m)(0) =
m−1∏
k=1

(4k2 − β2).
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第三节 导数的应用
函数的极值与最值

拐点与凹凸性

渐近线

杂例



例. 设 f(x) 在 x = 1 的某邻域内连续, 且 lim
x→0

ln
(
f(x + 1) + cos x

)
√

1 − x2 − 1
= −1. 问 f(1) 是否

为 f(x) 的极值并说明理由.

解. 由题设可知

−1 = lim
x→0

ln
(
f(x + 1) + cos x

)
√

1 − x2 − 1

= lim
x→0

f(x + 1) + cos x − 1
−1

2x2 = 1 − 2 lim
x→0

f(x + 1)
x2 .

所以 lim
x→0

f(x + 1)
x2 = 1. 由连续可知 f(1) = lim

x→0
f(x + 1) = 0. 由极限的保号性可知存在

δ > 0 使得 x ∈
◦
U(0, δ) 时 f(x + 1)

x2 > 0, 从而 x ∈
◦
U(1, δ) 时 f(x) > 0, f(1) 是一个极小值.

关键在于分母是偶数次的.
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例. 设 f(x) 在 R 二阶连续可导, 且满足 xf ′′(x) + 3x
(
f ′(x)

)2 = 1 − e−x. 若 x = c 是 f(x)
的驻点, 问 f(c) 是否为 f(x) 的极值并说明理由.

解. (1) 若 c ̸= 0, 则 f ′(c) = 0,

f ′′(c) = 1 − e−c

c
> 0.

从而是极小值点.
(2) 若 c = 0, 则当 x ̸= 0 时,

f ′′(x) = −3
(
f ′(x)

)2 + 1 − e−x

x
.

由于 f(x) 二阶连续可导, 因此

f ′′(0) = lim
x→0

f ′′(x) = lim
x→0

(
−3
(
f ′(x)

)2 + 1 − e−x

x

)
= 1 > 0.

从而是极小值点.
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例. 设 y = y(x) 满足方程
(
1 + 1

x

)x+y
= e. 求当 x > 0 时, 函数 y = y(x) 的值域.

解. 不难知道 y = 1
ln(1 + 1

x)
− x. 为了求导方便, 我们设 t = 1

x
∈ (0, +∞),

f(t) = 1
ln(1 + t)

− 1
t
.

f ′(t) = − 1
(1 + t) ln2(1 + t)

+ 1
t2 = 1

t2 ln2(1 + t)

(
ln2(1 + t) − t2

t + 1

)
.

设 s = t + 1 ∈ [1, +∞), 则

ln2(1 + t) − t2

t + 1
= ln2 s − (s − 1)2

s
.
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例. 设 y = y(x) 满足方程
(
1 + 1

x

)x+y
= e. 求当 x > 0 时, 函数 y = y(x) 的值域.

续解. 设 u =
√

s ∈ [1, +∞), g(u) = ln s − s − 1√
s

= 2 ln u − u + 1
u

, 则

g′(u) = 2
u

− 1 − 1
u2 = −

(
1 − 1

u

)2
< 0,

因此 g(u) 在 [1, +∞) 上单调递减, g(u) ⩽ g(1) = 0. 这表明 ln2 s − (s − 1)2

s
⩽ 0, f ′(t) ⩽ 0,

f 在 (0, +∞) 上单调递减. 由于 lim
t→+∞

f(t) = 0,

lim
t→0+

f(t) = lim
t→0+

1
ln(1 + t)

− 1
t

= lim
t→0+

t − ln(1 + t)
t ln(1 + t)

= lim
t→0+

t2/2
t2 = 1

2
,

因此 y 的值域为
(
0,

1
2

)
.
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例. 两条宽分别为 a 与 b 的走廊相交成直角. 求一个梯子能够水平低地通过这两条走廊的最大长
度.

解. 不妨设两个走廊分别由 y = 0, y = a和 x = −b, x = 0夹出. 设
过原点直线为 y = kx, k > 0, 那么它与 y = a 的交点为 P (a/k, a),
与 x = −b 的交点为 Q(−b, −kb). 二者距离的最小值即为梯子最大
长度. 设 f(k) 为 PQ 长度的平方, 则

f(k) =
(a

k
+ b
)2

+ (a + kb)2,

f ′(k) = −2a

k2

(a

k
+ b
)

+ 2b(a + kb) = 2b(bk + a)
k3

(
k3 − a

b

)
.

显然 f 在 (0, 3
√

a/b] 上单调递减, 在 [ 3
√

a/b, +∞) 上单调递增, 因
此 f(k) 的最小值为

f( 3
√

a/b) =
( 3
√

b( 3
√

a2+ 3
√

b2)
)2+

(
3
√

a( 3
√

a2+ 3
√

b2)
)2 = ( 3

√
a2+ 3

√
b2)3,

最大长度为 ( 3
√

a2 + 3
√

b2)3/2.

O x

y

y = kxa

−b
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例. 设 f(x) 在 x = x0 处存在 n 阶连续导数, 且

f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) ̸= 0.(n ⩾ 3)

证明: (1) 当 n 为偶数时, f(x) 在 x0 处取得极值, 且
• 当 f (n)(x0) < 0 时, f(x) 在 x0 处取得极大值;
• 当 f (n)(x0) > 0 时, f(x) 在 x0 处取得极小值.

(2) 当 n 为奇数时, f(x) 在 x0 处不取得极值, 但 (x0, f(x0)) 是拐点.
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解. f(x) 在 x0 处的 n 阶泰勒展开为

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) + · · · + 1
n!

f (n)(x0)(x − x0)n + o((x − x0)n)

= f(x0) + 1
n!

f (n)(x0)(x − x0)n + o((x − x0)n).

(1) 当 n 为偶数时, f(x) − f(x0) 在 x0 附近和 f (n)(x0) 同号, 因此
• 当 f (n)(x0) < 0 时, f(x) 在 x0 处取得极大值;
• 当 f (n)(x0) > 0 时, f(x) 在 x0 处取得极小值.

(2) 当 n 为奇数时, 由于 f (n)(x0) ̸= 0, f (n)(x0)(x − x0)n 在 x0 两侧变号, 从而 f(x0) 不是
极值. 注意到 f ′′(x) 在 x0 处的 n − 2 阶泰勒展开为

f ′′(x) = 1
(n − 2)!

f (n)(x0)(x − x0)n−2 + o((x − x0)n−2).

同理, f (n)(x0)(x − x0)n−2 在 x0 两侧变号, 从而 f ′′(x) 在 x0 两侧变号, (x0, f(x0)) 是拐点.
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例. 设 f ′′(x) +
(
f ′(x)

)2 = x, f ′(0) = 0, 则 ( C ).

f(0) 为函数 f(x) 的极大值(A) f(0) 为函数 f(x) 的极小值(B)

(0, f(0)) 为曲线 y = f(x) 的拐点(C) 以上都不正确(D)

解. 由题设可知 f ′′(0) = 0. 对 f ′′(x) +
(
f ′(x)

)2 = x 两边同时求导 (归纳可知 f 任意阶可
导) 得到

f ′′′(x) + 2f ′(x)f ′′(x) = 1.

于是 f ′′′(0) = 1, 这表明 f(0) 不是函数 f(x) 的极值, 但 (0, f(0)) 为曲线 y = f(x) 的拐点.
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例. 设 f(x) = x2(x − 1)2(x − 3)2. 问曲线 y = f(x) 有几个拐点?

解. 设 u(x) = x(x − 1)(x − 3), 则 u′(x) = 3x2 − 8x + 3, f ′(x) = 2u(x)u′(x). u′(x) 有零

点 x = 4 ±
√

7
3

, 因此 f ′(x) 有 5 个零点

x = 0,
4 −

√
7

3
, 1,

4 +
√

7
3

, 3.

根据罗尔定理, 这 5 个点相邻点之间必有 f ′′ 的零点, 因此 f ′′ 至少有 4 个零点. 而 f ′′

是 4 次多项式, 因此它恰有 4 个零点, 且没有重根. 所以 f ′′ 在这些点两侧均变号, 曲线
y = f(x) 有 4 个拐点.
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类似地, 我们也可以研究 f(x) = x2(x − 1)3(x − 2)4 的拐点. 注意到 0, 1, 2 分别是
f(x) 的 2, 3, 4 重零点, 所以它们分别是 f ′(x) 的 1, 2, 3 重零点.

根据罗尔定理, 存在 ξ1 ∈ (0, 1), ξ2 ∈ (1, 2) 使得 f ′(ξ1) = f ′(ξ2) = 0.

再根据罗尔定理, (0, ξ1), (ξ1, 1), (1, ξ2), (ξ2, 2) 内均有 f ′′ 的零点, 加上 1 是 f ′′ 的单
零点, 2 是 f ′′ 的 2 重零点, 一共得到 f ′′ 的 7 个零点 (计算重数). 而 f ′′ 是 7 次多项式,
因此这些就是所有的零点. 这里面除了 2 都是拐点横坐标, 所以有 5 个拐点.

一般地, 若 n 次多项式 f(x) 的所有根都是实根, 则 f ′′ 有 n − 2 个实零点, 除了 f(x)
的 ⩾ 4 偶数重的根以外都是拐点.

最后, f(x) 和 f(x) + ax + b 具有相同的拐点横坐标.
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例. 设 n > 1 是奇数, 证明 n 次实系数多项式最少有一个拐点.

解. 设 f(x) = a0 + a1x + · · · + anxn, n ⩾ 3, an ̸= 0. 那么

f ′(x) = a1 + 2a2 · · · + nanxn−1, f ′′(x) = 2a2 + 6a3 · · · + n(n − 1)anxn−2.

由于 f ′′ 次数为奇数, 因此存在 A, B > 0 使得 f ′′(A)f ′′(−B) < 0, 从而由零点定理知
f ′′(x) = 0 在 R 上至少有一个零点, 记为 x = c.
由于实系数多项式的复根成对出现, 因此 f ′′(x) 实根的重数之和为奇数. 不妨设 x = c

就是奇数 k 重的实根, 那么 f ′′(c) = · · · = f (k+1)(c) = 0, f (k+2)(x) ̸= 0. 所以 (c, f(c)) 是拐
点.

也可以不用复根来说明. 如果 f ′′(x) 的所有零点都不是 y = f(x) 的拐点, 那么 f ′′(x)
在这些点两侧均同号, 从而 f ′′(x) 恒 ⩾ 0 或恒 ⩽ 0, 这与 f ′′(A)f ′′(−B) < 0 矛盾.
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(1) 函数图像的水平渐近线和斜渐近线至多有两条: 斜率由 a = lim
x→±∞

f(x)
x
所确定,

b = lim
x→±∞

(
f(x) − ax

)
, (正负情形分开考虑).

(2) 垂直渐近线可以有无穷多, 它由无穷间断点 (只需单侧趋于无穷) 决定:
lim

x→x±
0

f(x) = ∞.

例. 求 y = (x − 1)e
π
2 +arctan x 的渐近线.
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解.
a = lim

x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

x − 1
x

e
π
2 +arctan x = eπ,

b = lim
x→+∞

(y − ax) = lim
x→+∞

(
(x − 1)e

π
2 +arctan x − eπx

)
= eπ lim

x→+∞

(
1 − 1

x

)
earctan x− π

2 − 1
1
x

(π

2
− arctan x = arctan 1

x
∼ 1

x
)

= eπ lim
x→+∞

(
1 − 1

x

)
(1 − 1

x + o( 1
x)) − 1

1
x

= −2eπ.

因此 y = eπ(x − 2) 是一条斜渐近线.
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续解.
a = lim

x→−∞

y

x
= lim

x→−∞

x − 1
x

e
π
2 +arctan x = 1,

b = lim
x→−∞

(y − ax) = lim
x→−∞

(
(x − 1)e

π
2 +arctan x − x

)
= lim

x→−∞

(
1 − 1

x

)
earctan x+ π

2 − 1
1
x

= lim
x→−∞

(
1 − 1

x

)(
1 − 1

x + o( 1
x)
)

− 1
1
x

= −2.

因此 y = x − 2 是一条斜渐近线. 由于 y 处处连续, 因此没有垂直渐近线.
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例. 求 y = x1+x

(1 + x)x
(x > 0) 的斜渐近线.

解.
a = lim

x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

xx

(1 + x)x
= lim

x→+∞

1(
1 + 1

x

)x = 1
e

,

b = lim
x→+∞

(y − ax) = lim
x→+∞

( x1+x

(1 + x)x
− x

e

)
= lim

x→+∞

e1−x ln(1+ 1
x

) − 1
e
x

(0
0
不定式)

= lim
x→+∞

1 − x ln(1 + 1
x)

e
x

= lim
t→0+

t − ln(1 + t)
et2 = 1

2e
.

因此 y = x

e
− 1

2e
是一条斜渐近线.
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例. 求方程 x2 sin 1
x

= 2x − 501 的近似解, 精确到 0.001.

解. 我们利用 sin t 的泰勒展开:

sin t = t − 1
2

sin(θt)t2, 0 < θ < 1.

令 t = 1
x
得到

sin 1
x

= 1
x

− 1
2x2 sin θ

x
= 2

x
− 501

x2 ,

因此 x = 501 − 1
2

sin θ

x
. 这说明 x > 500, 0 <

θ

x
<

1
500

,

|x − 501| = 1
2

∣∣∣sin θ

x

∣∣∣ ⩽ 1
2

· θ

x
< 0.001.

故 x = 501.
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例. 设函数 y = f(x) 二阶可导, 且 f ′′(x) > 0, f(0) = f ′(0) = 0. 求 lim
x→0

x3f(u)
f(x) sin3 u

, 其中

u 是曲线 y = f(x) 上点 (x, f(x)) 处的切线在 x 轴的截距.

解. 曲线 y = f(x) 上点 (x, f(x)) 处的切线方程为

Y = f ′(x)(X − x) + f(x),

因此 u = x − f(x)
f ′(x)

, 且

lim
x→0

u = lim
x→0

(
x − f(x)

f ′(x)

)
= − lim

x→0

f(x)
f ′(x)

(0
0
型不定式)

= − lim
x→0

f ′(x)
f ′′(x)

= 0.
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续解. 由
lim
x→0

f(x)
x2 = lim

x→0

f ′(x)
2x

= lim
x→0

f ′(x)
2

= 1
2

f ′′(0)

可知 f(x) ∼ 1
2

f ′′(0)x2. 因此

lim
x→0

x3f(u)
f(x) sin3 u

= lim
x→0

x3 · 1
2f ′′(0)u2

1
2f ′′(0)x · u3 = lim

x→0

x

u

而

lim
x→0

u

x
= lim

x→0

x − f(x)
f ′(x)

x
= 1 − lim

x→0

f(x)
xf ′(x)

= 1 − 1
2

f ′′(0) lim
x→0

x

f ′(x)

= 1 − 1
2

f ′′(0) lim
x→0

1
f ′(x)−f ′(0)

x−0

= 1 − 1
2

f ′′(0) · 1
f ′′(0)

= 1
2

.

因此原极限为 2.
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第四节 中值定理
满足特定方程的单点

多点等式

恒等式

综合题



例. 设函数 f(x) 在 [−2, 2] 上二阶可导, 且 |f(x)| ⩽ 1, f(0)2 + (f ′(0))2 = 4. 证明存在
ξ ∈ (−2, 2) 使得 f(ξ) + f ′′(ξ) = 0.

解. 设 F (x) = f(x)2 + (f ′(x))2, 则
F ′(x) = 2f(x)f ′(x) + 2f ′(x)f ′′(x) = 2f ′(x)

(
f(x) + f ′′(x)

)
.

我们现在需要找一个 ξ 使得 F ′(ξ) = 0, 也就是一个驻点. 但是现在没有等式让我们应用罗
尔定理. 所以我们需要另一种方法, 只要说明这个函数不单调, 那么就可以根据 F ′ 的连续
性得到存在零点.
分别对 f(x)在 [−2, 0]和 [0, 2]上应用拉尔朗日定理得到存在 ξ1 ∈ (−2, 0), ξ2 ∈ (0, 2)使

得

f ′(ξ1) = f(0) − f(−2)
2

, f ′(ξ2) = f(2) − f(0)
2

.

由 |f(x)| ⩽ 1 可得 |f ′(ξ1)|, |f ′(ξ2)| ⩽ 1. 加上 |f(x)| ⩽ 1 可得 0 ⩽ F (ξ1), F (ξ2) ⩽ 2. 而
F (0) = 4, 这表明 F (x) 在 [ξ1, ξ2] 上的最大值 F (ξ) 位于 (ξ1, ξ2) 内部, 它必然是一个驻点,
F ′(ξ) = 0. 最后 F (ξ) ⩾ 4 表明 f ′(ξ) ̸= 0, 所以 f(ξ) + f ′′(ξ) = 0.
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例 (达布定理, 即导数介值定理). 设函数 f(x) 在 [a, b] 上可导, u 介于 f ′(a) 与 f ′(b) 之
间. 证明存在 ξ ∈ (a, b) 使得 f ′(ξ) = u.

证明. (1) 设 u = 0. 此时 f ′(a), f ′(b) 一正一负. 不妨设 f ′(a) > 0, f ′(b) < 0, 则

lim
x→a+

f(x) − f(a)
x − a

= f ′(a) > 0.

由极限的保号性, 存在 δ > 0 使得 x ∈ (a, a + δ) 时, f(x) − f(a)
x − a

> 0, 从而 f(x) > f(a).
同理可得: 存在 δ′ > 0 使得 x ∈ (b − δ′, b) 时, f(x) > f(b). 这说明 f(x) 在 [a, b] 上的最大
值 f(ξ) 在 (a, b) 内部取得. 自然地, f ′(ξ) = 0.

(2)对于一般的 u,设 g(x) = f(x)−ux. 那么 0在 g′(a)和 g′(b)之间,从而存在 ξ ∈ (a, b)
使得 g′(ξ) = 0, 即 f ′(ξ) = u.
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对于需要证明存在多个点使得某个等式成立的问题, 需要多次使用拉格朗日公式, 或
者同时使用拉格朗日定理和柯西定理.

例. 设函数 f(x)在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导, 0 ⩽ a < b ⩽ π

2
. 证明存在 ξ1, ξ2 ∈ (a, b)

使得 f ′(ξ2) tan a + b

2
= f ′(ξ1) sin ξ2

cos ξ1
.

注意到等式中出现了 f ′(ξ1)
cos ξ1

和 f ′(ξ2)
sin ξ2

, 因此我们需要用柯西定理.
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证明. 对于函数 f(x) 和 sin x 在 [a, b] 上应用柯西定理, 存在 ξ1 ∈ (a, b) 使得

f(b) − f(a)
sin b − sin a

= f ′(ξ1)
cos ξ1

.

对于函数 f(x) 和 cos x 在 [a, b] 上应用柯西定理, 存在 ξ2 ∈ (a, b) 使得

f(b) − f(a)
cos b − cos a

= f ′(ξ2)
− sin ξ2

.

因此

f ′(ξ1) sin ξ2
cos ξ1

= −f ′(ξ2)cos b − cos a

sin b − sin a
= −f ′(ξ2)

−2 sin b+a
2 sin b−a

2
2 sin b−a

2 cos b+a
2

= f ′(ξ2) tan b + a

2
.

大学生数学竞赛（非数） ▶第二章 导数与微分及其应用 ▶ 4 中值定理 ▶B 多点等式
⊞□⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□ 51 / 78



例. 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上可微, f(0) = 0, f(1) = 1, k1, . . . , kn 为 n 个正数. 证明存在互

不相同的 x1, x2, . . . , xn ∈ [0, 1] 使得
n∑

i=1

ki

f ′(xi)
=

n∑
i=1

ki.

如果 n = 1, 问题就是 f ′(x1) = 1, 由拉格朗日定理易知.

如果 n = 2, 问题变成 k1
f ′(x1)

+ k2
f ′(x2)

= k1 + k2. 不妨假设 k1 + k2 = 1. 如果我们将
区间分成 (0, a), (a, 1) 两部分用拉格朗日定理, 存在 x1 ∈ (0, a), x2 ∈ (a, 1) 使得

f ′(x1) = f(a) − f(0)
a − 0

= f(a)
a

, f ′(x2) = f(1) − f(a)
1 − a

= 1 − f(a)
1 − a

.

k1
f ′(x1)

+ k2
f ′(x2)

= k1a

f(a)
+ (1 − a)(1 − k1)

1 − f(a)
,

自然地, 取 f(a) = k1 即可. 这提示我们将 (0, 1) 划分成 k1, . . . , kn 这 n 段, 并分别取原
像.
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证明. 设 bi = ki

k1 + · · · + kn
. 根据题设, f(x) 在 [0, 1] 上连续. 由介值定理, 存在

a1 ∈ (0, 1) 使得 f(a1) = b1. 存在 a2 ∈ (a1, 1) 使得 f(ai) = b1 + b2. 依次下去, 得到
0 < a1 < · · · < an−1 < 1 使得 f(ai) = b1 + · · · + bi.
设 a0 = 0, an = 1. 对于 i = 1, . . . , n, 对 f(x) 在 (ai−1, ai) 上应用拉格朗日定理, 存在

xi ∈ (ai−1, ai) 使得

f ′(xi) = f(ai) − f(ai−1)
ai − ai−1

= bi

ai − ai−1
̸= 0.

从而
n∑

i=1

ki

f ′(xi)
=

n∑
i=1

ki

bi
(ai − ai−1) =

n∑
i=1

ki · (an − a0) =
n∑

i=1
ki.
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例. 设函数 f(x) 在 (−∞, +∞) 上二阶可导, f ′′(x) > 0, lim
x→+∞

f ′(x) = α >

0, lim
x→−∞

f ′(x) = β < 0, 且存在 x0 使得 f(x0) < 0. 证明 f(x) 有且仅有两个零点.

证明. 存在 X1 > x0 使得当 x > X1 时, f ′(x) >
α

2
. 由拉格朗日定理, 存在 ξ ∈ (X1, x) 使

得

f ′(ξ) = f(x) − f(X1)
x − X1

.

因此 f(x) > f(X1) + α

2
(x − X1), 当 x 充分大时 f(x) > 0, 记为 f(x1) > 0. 同理, 存在

x2 < x0 满足 f(x2) > 0. 由介值定理可知 f(x) 在 (x2, x0) 和 (x0, x1) 内各至少有一个零
点.
如果 f(x) 至少有三个零点 ξ1 < ξ2 < ξ3, 则由罗尔定理, 存在 η1 ∈ (ξ1, ξ2), η2 ∈ (ξ2, ξ3)

满足 f ′(η1) = f ′(η2) = 0. 再由 f ′(x) 的罗尔定理, 存在 η ∈ (η1, η2) 满足 f ′′(η) = 0, 矛盾!
故 f(x) 恰有两个零点.
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例. 设函数 f(x) 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可导, f(a) = 0, 存在 k > 0 使得 |f ′(x)| ⩽
k|f(x)|. 证明 f(x) 在 [a, b] 上恒为零.

由 y′ = ky 的解为 ekx, 我们可以尝试考虑 F (x) = e−kxf(x).

证明. 设 F (x) = e−kxf(x), 则
|f ′(x)| = |kekxF (x) + ekxF ′(x)| ⩽ k|f(x)| = kekx|F (x)|,

因此 |kF + F ′| ⩽ kF . 设 F (x) 在闭区间 [a, b] 上的最大值为 M , 则一定存在最小的 c 使
得 F (c) = M .
若 F (c) = M > 0, 则 c > a, 存在 δ > 0 使得 x ∈ (c − δ, c + δ) 时, F (x) > 0. 设

d ∈ (c − δ, c), 则由拉格朗日定理, 存在 ξ ∈ (d, c) 使得

F ′(ξ) = F (c) − F (d)
c − d

> 0.

由于 F (ξ) > 0, 因此 kF (ξ) + F ′(ξ) > kF (ξ), 与 |kF + F ′| ⩽ kF 矛盾! 因此 F (x) ⩽ 0. 同
理可得 F (x) ⩾ 0, 从而 F (x) ≡ 0, f(x) ≡ 0.
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我们来补充说明 c 的存在性. 这是因为, 将 I0 = [a, b] 平分成左右两端, 若左侧区间
含取值为 M 的点则令 I1 为左半区间; 否则取 I1 为右半区间. 然后再将 I1 对半分, 依次
下去可以得到一串长度为 b − a

2n
的区间 In = [an, bn], 其中 an 单增有界, bn 单减有界, 二

者极限相同, 记为 c. 注意到 [a, an) 内没有取值为 M 的点, 而 In 中总包含这样的 cn,
c = lim

n→∞
cn, f(c) = lim

n→∞
f(cn) = M .

也可以考虑最大的零点 α. 当 F (c) ̸= 0 时, 对 [α, c] 应用拉格朗日定理.
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另证. 由于 f(x) 连续, 因此存在 M 使得 |f(x)| ⩽ M . 由 f(x) =
∫x

a
f ′(t) dt 得到

|f(x)| ⩽
∫x

a
|f ′(t)| dt ⩽ k

∫x

a
|f(x)| dx ⩽ kM(x − a).

于是

|f(x)| ⩽ k

∫x

a
|f(x)| dx ⩽ k

∫x

a
kM(x − a) dx ⩽ k2

2
M(x − a)2.

依次下去可以得到 |f(x)| ⩽ kn

n!
M(x − a)n. 令 n → ∞ 得到 f(x) = 0.

注意这个证明是有一点问题的, 因为 f ′(t) 实际上可能不是黎曼可积的. 如果题设加
上 f(x) 连续可导就没问题了.
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例. 设函数 f(x) 在 (−∞, +∞) 上无穷阶可导, f
(1
k

)
= 0, i = 1, 2, 3, . . . , 且存在 ℓ > 0 使

得 |f (n)(x)| < ℓ, ∀n ∈ N, ∀x ∈ R. 证明 f(x) 恒为零.

证明. 设 xk = 1
k

, 则 lim
k→∞

xk = 0, 因此由 f(x) 连续可知 f(0) = lim
k→∞

f(xk) = 0.
对 f(x) 在 [xk+1, xk] 上应用罗尔定理, 存在 yk ∈ (xk+1, xk) 使得 f ′(yk) = 0. 由于

lim
k→∞

yk = 0, 且 f ′(x) 连续, 因此 f ′(0) = lim
k→∞

f ′(yk) = 0.
对 f ′(x) 在 [yk+1, yk] 上应用罗尔定理, 存在 zk ∈ (yk+1, yk) 使得 f ′′(zk) = 0. 同理可得

f ′′(0) = 0.
依次下去可以得到 f 在 0 处的任意阶导数都为零. 由麦克劳林展开

f(x) = f(0)+f ′(0)x+f ′′(0)
2!

x2+· · ·+f (n−1)(x)
(n − 1)!

xn−1+f (n)(θx)
n!

xn = f (n)(θx)
n!

xn, 0 < θ < 1

得到 |f(x)| ⩽ ℓ

n!
|x|n. 令 n → ∞, 得到 f(x) = 0.

大学生数学竞赛（非数） ▶第二章 导数与微分及其应用 ▶ 4 中值定理 ▶C 恒等式
⊞□⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□ 58 / 78



例. 设函数 f(x) 在 a 的邻域中 n + 1 阶连续可导, 且 f (n+1)(a) ̸= 0. 设

f(a + h) = f(a) + hf ′(a) + · · · + 1
(n − 1)!

hn−1f (n−1)(a) + 1
n!

hnf (n)(a + θh), 0 < θ < 1.

证明 lim
h→0

θ = 1
n + 1

.
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证明. f(x) 在 a 处的 n 阶泰勒展开为

f(a + h) = f(a) + hf ′(a) + · · · + 1
n!

hnf (n)(a) + 1
(n + 1)!

hn+1f (n+1)(a + θ1h), 0 < θ1 < 1.

与题目中等式比较可得

1
n!

hnf (n)(a + θh) = 1
n!

hnf (n)(a) + 1
(n + 1)!

hn+1f (n+1)(a + θ1h),

f (n)(a + θh) − f (n)(a)
θh

= 1
(n + 1)h

f (n+1)(a + θ1h).

令 h → 0, 则
f (n+1)(a) = f (n+1)(a) lim

h→0

1
(n + 1)h

.

由 f (n+1)(a) ̸= 0 可得 lim
h→0

θ = 1
n + 1

.
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例. 设函数 f(x) 在 [0, 2] 上连续, (0, 2) 内二阶可导, 且 |f(x)| ⩽ 1, |f ′′(x)| ⩽ 1. 证明
|f ′(x)| ⩽ 2, ∀x ∈ (0, 2).

由于题目中考虑的是 f ′(x) 的估计, 因此我们在 x 处展开.

证明. f(x) 在 x 处泰勒展开 f(0), f(2) 得到

f(0) = f(x) + f ′(x)(0 − x) + f ′′(ξ1)(−x)2

2
, ξ1 ∈ (0, x),

f(2) = f(x) + f ′(x)(2 − x) + f ′′(ξ2)(2 − x)2

2
, ξ2 ∈ (x, 2).
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续证. 两式相减得到

f(2) − f(0) = 2f ′(x) + f ′′(ξ2)(2 − x)2

2
− f ′′(ξ1)(−x)2

2
.

|2f ′(x)| =
∣∣∣f(2) − f(0) − f ′′(ξ2)(2 − x)2

2
+ f ′′(ξ1)(−x)2

2

∣∣∣
⩽ |f(2)| + |f(0)| + |f ′′(ξ2)|(2 − x)2

2
+ |f ′′(ξ1)|x

2

2

⩽ 1 + 1 + (2 − x)2

2
+ x2

2
= 4 − x(2 − x) ⩽ 4,

即 |f ′(x)| ⩽ 2.

大学生数学竞赛（非数） ▶第二章 导数与微分及其应用 ▶ 4 中值定理 ▶D 综合题
⊞□⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□ 62 / 78



例. 设函数 f(x)在 [−1, 1]上连续, (0, 2)内三阶连续可导,且 f(−1) = 0, f(1) = 1, f ′(0) =
0. 证明存在 ξ ∈ (−1, 1) 使得 f ′′′(ξ) = 3.

证明. f(x) 在 0 处泰勒展开 f(−1), f(1) 得到

f(−1) = f(0) − f ′(0) + 1
2

f ′′(0) − 1
6

f ′′′(ξ1), ξ1 ∈ (−1, 0),

f(1) = f(0) + f ′(0) + 1
2

f ′′(0) + 1
6

f ′′′(ξ2), ξ2 ∈ (0, 1).

两式相减得到

f(1) − f(−1) = 2f ′(0) + 1
6
(
f ′′′(ξ2) + f ′′′(ξ1)

)
, f ′′′(ξ2) + f ′′′(ξ1) = 6.

由于 3 位于 f ′′′(ξ1), f ′′′(ξ2) 之间, 且 f ′′′(x) 连续, 由介值定理可知存在 ξ ∈ (ξ1, ξ2) 使得
f ′′′(ξ) = 3.

大学生数学竞赛（非数） ▶第二章 导数与微分及其应用 ▶ 4 中值定理 ▶D 综合题
⊞□⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□ 63 / 78



第五节 不等式的证明
利用单调性证明不等式

利用函数的最值证明不等式

利用凹凸性证明不等式

利用中值定理证明不等式



例. 证明 1
sin2 x

⩽ 1
x2 + 1 − 4

π2 , 0 < x ⩽ π

2
.

证明. 令 f(x) = 1
sin2 x

⩽ 1
x2 + 1 − 4

π2 , 则 f
(π

2
)

= 0,

f ′(x) = −2 cos x

sin3 x
+ 2

x3 = 2(sin3 x − x3 cos x)
x3 sin3 x

.

设 g(x) = x − sin x cos−1/3 x, 则 g(0) = 0,

g′(x) = 1 − cos2/3 x − 1
3

sin2 cos−4/3 x, g′(0) = 0

g′′(x) = 2
3

sin x cos−1/3 x − 1
2

sin x cos−1/3 x − 4
9

sin3 x cos−7/3 x = −4
9

sin3 x cos−7/3 x ⩽ 0,

因此 g′(x) ⩽ g′(0) = 0, g(x) ⩽ g(0) = 0. 从而 f ′(x) ⩾ 0, f(x) ⩽
(π

2
)

= 0.
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例. 证明当 x > 0, x ̸= 1 是, ln x

x − 1
⩽ 1√

x
.

证明. 当 0 < x < 1 时, 原命题等价于 ln x ⩾ x − 1√
x

; 当 x > 1 时, 原命题等价于

ln x ⩽ x − 1√
x

. 设 u =
√

x, f(u) = u2 − 1
u

− 2 ln u, 则

f ′(u) = 1 + 1
u2 − 2

u
=
(
1 − 1

u

)2
⩾ 0.

因此当 0 < u < 1 时, f(u) ⩽ f(1) = 0; 当 u > 1 时, f(u) ⩾ f(1) = 0.
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例. 证明 a
1
p b

1
q ⩽ a

p
+ b

q
, 其中 a > 0, b > 0, p > 0, q > 0,

1
p

+ 1
q

= 1.

证明. 设 s = 1
p

,
1
q

= 1 − s, 则 0 < s < 1. 原命题等价于

(a

b

)s
− s

a

b
− (1 − s) ⩽ 0.

设 f(x) = xs − sx + s − 1, 则
f ′(x) = s(xs−1 − 1).

当 x > 1 时, f ′(x) < 0, f(x) 单减; 当 0 < x < 1 时, f ′(x) > 0, f(x) 单增. 因此
f(x) ⩽ f(1) = 0, 原命题成立.
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例. 证明 1
2p−1 ⩽ xp + (1 − x)p ⩽ 1, 其中 p > 1, x ∈ [0, 1].

证明. 设 f(x) = xp + (1 − x)p, 则

f ′(x) = pxp−1 − p(1 − x)p−1.

令 f ′(x) = 0, 得到驻点 x = 1
2

. 由

f(0) = f(1) = 1, f
(1
2
)

= 1
2p−1 ⩽ 1

可知 f(x) 在 [0, 1] 上的最大值为 1, 最小值为 1
2p−1 .
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例. 设 f(x) =
∫x+ π

2

x
|sin t| dt. 证明 f(x) 是以 π 为周期的周期函数, 且 2 −

√
2 ⩽ f(x) ⩽

√
2.

证明.

f(x + π) =
∫x+ 3π

2

x+π
|sin t| dt

令 t = u + π=========
∫x+ π

2

x
|sin u| du = f(x).

因此 f(x) 是周期为 π 的函数, 我们只需要考虑它在闭区间 [0, π] 上的最值.
f ′(x) = | sin

(
x + π

2
)
| − | sin x| = | cos x| − | sin x|.

令 f ′(x) = 0 得到驻点 x = π

4
,
3π

4
. 由

f(0) = f(π) =
∫ π

2

0
sin t dt = 1, f

(π
4
)

=
∫ 3π

4

π
4

sin t dt =
√

2, f
(3π

4
)

=
∫ 5π

4

3π
4

|sin t| dt = 2 −
√

2.

可知 f(x) 的最大值为
√

2, 最小值为 2 −
√

2.
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例. 设 f(x) = 1
ln(1 + x)

− 1
x

. 证明当 x ∈ (0, 1] 时, 1
ln 2

− 1 ⩽ f(x) <
1
2

.

证明. 易知

f ′(x) = − 1
(1 + x) ln2(1 + x)

+ 1
x2 = (1 + x) ln2(1 + x) − x2

x2(1 + x) ln2(1 + x)
.

设 g(x) = (1 + x) ln2(1 + x) − x2, 则
g′(x) = ln2(1 + x) + 2 ln(1 + x) − 2x,

g′′(x) = 2 ln(1 + x)
1 + x

+ 2
1 + x

− 2 = 2 ln(1 + x) − 2x

1 + x
< 0, 0 < x ⩽ 1.

因此 g′(x) 在 [0, 1] 上严格单减, g′(x) < g′(0) = 0, x ∈ (0, 1]. 从而 g(x) 在 [0, 1] 上严格单减,
g(x) < g(0) = 0, x ∈ (0, 1]. 因此 f ′(x) < 0, f(x) 在 (0, 1] 上严格单减. 由于 f(1) = 1

ln 2
− 1,

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x − ln(1 + x)
x ln(1 + x)

= lim
x→0

x2

2 + o(x2)
x2 = 1

2
,

因此
1

ln 2
− 1 ⩽ f(x) <

1
2

.
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设 I 是一个区间, x1, x2 ∈ I, x1 ̸= x2. 如果对任意 λ ∈ (0, 1) 均有

f
(
(1 − λ)x1 + λx2

)
< (1 − λ)f(x1) + λf(x2),

则称 f(x) 是 I 上的凹函数. > 则为凸函数. 这也等价于对任意互不相等的 x1, . . . , xn, 以
及 λi > 0, 均有

f

( n∑
i=1

λixi

n∑
i=1

λi

)
<

n∑
i=1

λif(xi)
n∑

i=1
λi

.

定理. 设 f(x) 在 I 上有二阶导数. 如果 f ′′(x) ⩾ 0, 且只有有限多个点满足 f ′′(x) = 0,
则 f(x) 是凹函数.
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例. 设 xk > 0, pk > 0, k = 1, 2, . . . , n, p =
n∑

k=1
pk. 证明:

1
p

n∑
i=1

pkxk >
( n∏

k=1
xpk

k

) 1
p
,

( n∑
k=1

pkxk

)( n∑
k=1

pk

xk

)
> p2.

由于这里有乘积, 我们利用 ln 将其转化为
ln
(1

p

n∑
i=1

pkxk

)
>

1
p

n∑
k=1

pk ln xk,

这样句变成了证明 ln 是凸函数.

证明. (1) 设 f(x) = ln x, 则 f ′(x) = 1
x

, f ′′(x) = − 1
x2 < 0. 因此 f(x) 是凸函数,

ln
(1

p

n∑
i=1

pkxk

)
>

1
p

n∑
k=1

pk ln xk.
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续证. (2) 设 g(x) = 1
x

, 则当 x > 0 时, g′′(x) = 2
x3 > 0. 因此 g(x) 是凹函数,

1
1
p

n∑
i=1

pkxk

>
1
p

n∑
k=1

pk · 1
xk

,

即 ( n∑
k=1

pkxk

)( n∑
k=1

pk

xk

)
> p2.
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例. 设 u(t) 在 [a, b] 上连续, u(t) > 0. 证明: ln
( 1

b − a

∫ b

a
u(t) dt

)
>

1
b − a

∫ b

a
ln
(
u(t)

)
dt.

一眼看去就是 ln(u(t) 的平均值) > ln(u(t)) 的平均值, 利用积分定义取极限, 结合
ln x 的凸性即可. 不过极限不保 >, 所以我们利用 ln 的凸性来对 ln

(
u(t)

) 进行放缩.

证明. 注意到 f(x) = ln x 在 x0 处的切线方程为 y = 1
x0

(x − x0) + ln x0, 且 ln x 是凸函

数, 因此 ln x < ln x0 + x

x0
− 1, x ̸= x0. 因此∫ b

a
ln
(
u(t)

)
dt <

∫ b

a

(
ln x0 + u(t)

x0
− 1

)
dt = 1

x0

∫ b

a
u(t) dt + (b − a)(ln x0 − 1).

取 x0 = 1
b − a

∫ b

a
u(t) dt 得到

∫ b

a
ln
(
u(t)

)
dt < (b − a) ln 1

b − a

∫ b

a
u(t) dt.
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这类问题一般用带拉格朗日余项的泰勒公式, x0 = 0、区间中点、或者极值点展开, x = 端点
或已知点.

例. 设 u(t) 在 [a, b] 上连续, (a, b) 内可导, |f ′′(t)| ⩾ 1. 证明:
(1) 若 f(a) = f(b) = 0, 则 max

a⩽x⩽b
|f(x)| ⩾ 1

8
(b − a)2.

(2) 若 b − a = 2, 则曲线 y = f(x) 上存在三个点 A, B, C 使得 △ABC 的面积不小于
1
2

.

证明. (1) 由 f(a) = f(b) 和罗尔定理可知 ∃x0 ∈ (a, b) 使得 f ′(x0) = 0. 由 f(x) 在 x0 处的泰勒
展开, 存在 ξ1, ξ2 使得

f(a) = f(x0) + 1
2

f ′′(ξ1)(a − x0)2, f(b) = f(x0) + 1
2

f ′′(ξ2)(b − x0)2.

当 x0 ⩾ a + b

2
时, |f(x0)| = 1

2
|f ′′(ξ1)|(a − x0)2 ⩾ (b − a)2

8
.

当 x0 <
a + b

2
时, |f(x0)| = 1

2 |f ′′(ξ2)|(b − x0)2 ⩾ (b − a)2

8
.
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证明. (2) 设 A(a, f(a)), B(b, f(b)), C(x, f(x)), 则 △ABC 的面积为

F (x) = 1
2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b x

f(a) f(b) f(x)

∣∣∣∣∣∣
的绝对值. 设 g(x) = f(x) − f(b) − f(a)

b − a
(x − a), 则 g(a) = g(b) = 0 且

F (x) = 1
2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b x

g(a) g(b) g(x)

∣∣∣∣∣∣ = 1
2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b x
0 0 g(x)

∣∣∣∣∣∣ = 1
2

(b − a)g(x) = g(x).

由于 f ′′(x) = g′′(x), 由 (1) 可知存在 x0 ∈ (a, b) 使得 |g(x)| ⩾ 1
2 , 从而命题得证.

也可以直接求导

F ′′(x) = 1
2

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
a b 0

f(a) f(b) f ′′(x)

∣∣∣∣∣∣ = f ′′(x),

从而 |F ′′(x)| = |f ′′(x)| ⩾ 1, 再由 (1) 得到结果.
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例. 设 |f ′′(x)| ⩽ M , x ∈ [0, a],且 f(x)在 (0, a)内部取得最大值. 证明: |f ′(0)|+ |f ′(a)| ⩽
Ma.

不难看出, 存在 x0 ∈ (0, a) 使得 f ′(x0) = 0. 所以这题要研究的是 f ′(x) 的性质.

证明. 设 f(x0) 是 f(x) 的最大值, 则 f ′(x0) = 0. 由 f ′(x) 在 x0 处的泰勒展开, 存在
ξ1, ξ2 使得

f ′(0) = f ′(x0) + f ′′(ξ1)(0 − x0) = −f ′′(ξ1)x0,

f ′(a) = f ′(x0) + f ′′(ξ2)(a − x0) = f ′′(ξ2)(b − x0).

因此

|f ′(0)| + |f ′(a)| = |f ′′(ξ1)|x0 + |f ′′(ξ2)|(b − x0)
⩽ Mx0 + M(a − x0) = Ma.
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例. 设 f(x) 在 (−∞, +∞) 上二阶可导, 且 Mi := max
x∈R

|f (i)(x)| < +∞, i = 0, 1, 2. 证明:
M2

1 ⩽ 2M0M2.

证明. 设 f ′(x) = M1. 由 f(x) 在 x0 处的泰勒展开, 存在 ξ1, ξ2 使得

f(x + h) = f(x) + M1h + 1
2

f ′′(ξ1)h2, f(x − h) = f(x) − M1h + 1
2

f ′′(ξ2)h2.

两式相减得到

f(x + h) − f(x − h) = 2M1h + f ′′(ξ1) − f ′′(ξ2)
2

h2,

M1 =
∣∣∣∣f(x + h) − f(x − h)

2h
+ f ′′(ξ2) − f ′′(ξ1)

4
h

∣∣∣∣ ⩽ M0
h

+ M2h

2
,

即 M2h2 − 2M1h + 2M0 ⩾ 0 恒成立, ∆ = 4M2
1 − 8M0M2 ⩽ 0, M2

1 ⩽ 2M0M2.
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例. 设 f(x), g(x) 在区间 [a, b] 上有 n + 1 阶导数, 且 f (k)(a) = g(k)(a), k = 0, 1, 2, . . . , n,
f (n+1)(x) < g(n+1)(x), ∀x ∈ (a, b). 证明: f(x) < g(x), ∀x ∈ (a, b).

证明. 设 F (x) = f(x) − g(x). 对于 x ∈ (a, b), 由 F (x) 在 a 处的泰勒展开, 存在
ξ ∈ (a, x) 使得

F (x) = F (a) + F ′(a)(x − a) + · · · + 1
n!

F (n)(a)(x − a)n + 1
(n + 1)!

F (n+1)(ξ)(x − a)n+1

= 1
(n + 1)!

F (n+1)(ξ)(x − a)n+1 < 0.

当然, 也可以由 F (n+1)(x) < 0 得到 F (n) 严格单减, F (n)(x) < F (a)(x) < 0, 然后依
次下去得到 F (x) < 0.
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