
线性代数

张神星 (合肥工业大学)
翡翠科教楼 B1810 东
zhangshenxing@hfut.edu.cn
https://faculty.hfut.edu.cn/zhangshenxing

mailto:zhangshenxing@hfut.edu.cn
https://faculty.hfut.edu.cn/zhangshenxing


001 班 (交通工、新能源) 课程信息

• 课时: 共 10 周 40 课时, 从 2026-03-03 到 2026-05-07
• 期末考试在课程结束后两周左右

001 班 QQ 群: 1054817276
入群答案 1400071B

教材: 高等教育出版社
唐烁, 朱士信《线性代数》
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003 班 (会计、信管) 课程信息

• 课时: 共 10 周 40 课时, 从 2026-03-03 到 2026-05-07
• 期末考试在课程结束后两周左右

003 班 QQ 群: 1078900814
入群答案 1400071B

教材: 高等教育出版社
唐烁, 朱士信《线性代数》
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成绩构成

期末考试 60 分
期末卷面需要达到 50 分才计
算总评分数, 50 分以下直接
不及格. 电子阅卷, 批阅后无
法调整分数, 请务必重视!

课堂测试 20 分
课堂测试共两次取平均, 测试
范围分别为 1-2 章和 3-5 章.
测试时间会提前通知. 测试
时在教室内作答，否则按未考
处理.

智慧课程 10 分
在学习通内完成.
章节 → 观看视频 (2.5 分);
章节 → 章节测试 (提交后无
法修改或打回, 5 分);
讨论 (回答彭凯军的五个问
题, 2.5 分);
限时: 3 月 1 日 – 6 月 30 日

课后作业 10 分
作业为配套练习册，扫描后通
过超星提交, 约两周交一次.
作业必须按时提交, 不允许补
交.
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线性代数的意义

线性代数是一门利用代数方法研究线性方程、线性空间、线性变换等线性结构的课
程.

线性代数通过从具体的、几何化的观念出发, 抽象出一套代数化的方法, 从而避免了
高维情形缺乏几何直观的问题. 如同微积分中“以直代曲”思想引出导数、切线、积分等
一系列概念, 线性代数利用“以直代曲”思想将许多非线性问题的处理转化为线性问题,
非线性模型近似为线性模型等.

这些内容在统计学、密码学、运筹学、物理学、工程学、管理学、信息学、计算机科
学等很多领域有着广泛的应用. 我们不在此处逐一列举, 在之后的授课中我们会见到它的
各种应用.
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课程内容关系

标准向量空间 线性映射 矩阵 矩阵的运算

向量 行列式 伴随和逆

向量组 向量组的秩 极大无关组 相抵: 秩 应用: 线性方程组

子空间 维数 基

相似: 特征值与特征向量 相合: 实二次型
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课程学习方法

核心
理解抽象概念
掌握计算方法

课前
预习课本

课上
认真听课
记好笔记

课后
过一遍教材
与课上知识点

作业
检测学
习效果
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第一章 行列式
1 向量和矩阵

2 行列式的定义

3 行列式的性质

4 克拉默法则



第一节 向量和矩阵
向量的定义

矩阵的定义



平面向量和立体向量 非考试内容

我们在高中学习过向量的概念. 在平面上建立一个直角坐标系. 对于平面上的点 A,
连接 OA 的有向线段就是一个向量. 它可以用 u = (x, y) 来表示.

由于向量和平面上的点是一一对应的, 因此我们可以用 R2 来表示平面上所有向量形
成的集合. 在这个集合中有一个特殊的元素, 叫作零向量:

0 = (0, 0),

而且我们可以定义加法和数乘:

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2), λ(x, y) = (λx, λy), λ ∈ R.

类似地, 立体空间中的所有向量形成集合 R3. 在这个集合中也有零向量、加法和数
乘.
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平面向量和立体向量的性质 非考试内容

我们总使用粗小写字母 α, β, γ, x, y, . . . 表示向量.

R2 或 R3 上的零向量、加法和数乘满足:

(V1) α + β = β + α;

(V2) α + (β + γ) = (α + β) + γ;

(V3) 0 + α = α;

(V4) 对任意 α, 存在 β 使得 α + β = 0. 称 β 为 α 的负向量;

(V5) (λµ)α = λ(µα);

(V6) (λ + µ)α = λα + µα;

(V7) λ(α + β) = λα + λβ;

(V8) 1 · α = α.
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向量的定义

将上述概念稍作推广, 我们可以得到具有 n 个分量的向量

x = (x1, x2, . . . , xn),

称为 n 维行向量. 基于后续表述的需求, 我们将向量的分量写成一列而不是一行, 从而得
到 n 维列向量:

x =


x1
x2
...

xn

 .

之后凡是提到向量, 默认是指列向量. 为了书写方便, 也可以把列向量写成

x = (x1, x2, . . . , xn)T.

其中 T 表示转置(Transpose), 它是将行列关系对换的一种操作.
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标准向量空间

将全体 n 维列向量记为 Rn. 在这个集合中可类似定义零向量、加法和数乘:

(1) 0 = (0, . . . , 0)T;
(2) (a1, . . . , an)T + (b1, . . . , bn)T = (a1 + b1, . . . , an + bn)T;
(3) λ(a1, . . . , an)T = (λa1, . . . , λan)T, λ ∈ R.

而且它们也满足(V1)–(V8).
设

e1 = (1, 0, . . . , 0)T, e2 = (0, 1, . . . , 0)T, · · · , en = (0, 0, . . . , 1)T.

那么每一个 n 维向量都可以表达为
α = (a1, . . . , an) = a1e1 + · · · + anen.

尽管叫做向量, 但实际上我们以后大多数时候都将其等同于对应的点.
线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 1 向量和矩阵 ▶A 向量的定义
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向量空间 非考试内容

定义. 若 V ⊆ Rn 满足

(1) 0 ∈ V ;
(2) u, v ∈ V =⇒ u + v ∈ V ;
(3) u ∈ V, λ ∈ R =⇒ λu ∈ V ,
则称 V 是一个 (实) 向量空间.

例.
(1) 平面上经过原点的直线 V = {(x, y) ∈ R2 | ax + by = 0} 是向量空间.
(2) R3 中经过原点的平面 V = {(x, y, z) ∈ R3 | ax + by + cz = 0} 是向量空间.
(3) R3 中不经过原点的平面 V = {(x, y, z) ∈ R3 | ax + by + cz = 1} 不是向量空间.

我们可以类似地定义复向量, Cn, 以及复向量空间.
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矩阵的定义

为了研究向量间的联系, 我们引入矩阵的概念.

定义. 将 mn 个数按照每行 n 个元素, 每列 m 个元素, 排成的数表称为 m 行 n 列矩阵,
或简称为 m × n 矩阵:

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn


m×n

,

其中 aij 表示 A 的第 i 行 j 列元素, 并记 A = (aij)m×n.

我们总使用粗大写字母 A, B, Λ, . . . 表示矩阵. 不强调矩阵的阶时, 也可省略右下角
m × n.

矩阵的圆括号 (小括号) 也可用方括号 (中括号) 来代替.
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例: 矩阵

例.

(1) A =


0 −1 −2 −3
1 0 −1 −2
2 1 0 −1
3 2 1 0

 = (i − j)4×4.

(2) A =


1 1 · · · 1
1 2 · · · n
...

... . . . ...
1 2n−1 3n−1 nn−1


n

= (ji−1)n. m = n 时可用 n 来表示右下角的 n × n.
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矩阵集合

• 令 Mm×n 表示 m 行 n 列的矩阵 (Matrix) 全体.
• 若 m = n, 称相应矩阵为 n 阶方阵, 并用 Mn 来表示 n 阶方阵全体.
• 若矩阵元素都是实数, 我们称相应的矩阵为实矩阵, 并用 Mm×n(R), Mn(R) 来表示相
应集合.

• 若矩阵元素都是复数, 我们称相应的矩阵为复矩阵, 并用 Mm×n(C), Mn(C) 来表示相
应集合.

• 元素全为零的矩阵为零矩阵 O = Om×n ∈ Mm×n.
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特殊矩阵

称 a11, . . . , ann 为方阵 A = (aij)n 的对角元. 方阵中
a11 a12 · · · a1n

a22 · · · a2n

. . . ...
ann

 ,


a11
a21 a22
...

... . . .
an1 an2 · · · ann

 ,


λ1

λ2
. . .

λn

 ∈ Mn

分别为上三角阵, 下三角阵和对角阵 (空白部分表示元素都是零). 为书写方便, 对角阵也
可记作 (对角: diagonal)

diag(λ1, λ2, . . . , λn).

称方阵
E = En = diag(1, 1, . . . , 1) ∈ Mn

为单位阵.
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矩阵与向量

将只有一行的矩阵
(a1, a2, . . . , an) ∈ M1×n

称为 n 维行矩阵. 只有一列的矩阵 
b1
b2
...

bn

 ∈ Mn×1

称为 n 维列矩阵.

我们将在后面定义矩阵的加法和数乘, 它与将行 (列) 矩阵看作行 (列) 向量的加法和
数乘是相同的. 于是可将行 (列) 矩阵和对应的行 (列) 向量视为同一对象.
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分块矩阵

有时为了研究矩阵和其部分元素形成的矩阵的联系, 需要将其进行拆分. 用若干条横
线和竖线将矩阵 A 分成许多小矩阵, 用各个小矩阵来表示 A 自身, 这种表示方法叫做分
块矩阵. 例如

A =
(

Om×n Em

En On×m

)
就是一个分块矩阵.

例如矩阵
A = (α1, . . . , αn),

其中 αj 为 A 的第 j 列. 所以 m × n 矩阵可以看成 n 个列向量排成一行, 或者 m 个行
向量排成一列.
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特殊分块矩阵

如果 A1, . . . , Ak 都是方阵, 则称方阵A1 · · · ∗
. . . ...

Ak

 ,

A1
... . . .
∗ · · · Ak

 ,

A1
. . .

Ak

 ∈ Mn

分别为分块上三角阵, 分块下三角阵和分块对角阵 (∗ 表示省略标注的元素). 为书写方便,
分块对角阵也可记作

diag(A1, A2, . . . , Ak).
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矩阵的转置

若 A = (aij)m×n, 称

AT = (aji)n×m =


a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2
...

... . . . ...
a1n a2n · · · amn

 ∈ Mn×m

为矩阵 A 的转置. 如同我们之前使用过的写法, 行向量的转置就是列向量a1
...

an

 = (a1, . . . , an)T.

方阵的转置还是方阵, 上三角阵的转置是下三角阵.
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第二节 行列式的定义
有向面积与二阶行列式

n 阶行列式



平行四边形的面积

设 A = (v1, v2) 是一个二阶方阵, 其中 v1, v2 是两个二维向量. 那么

{λ1v1 + λ2v2 : λ1, λ2 ∈ [0, 1]}

形成一个平行四边形 (可能退化).

类似地, n 阶方阵 A = (v1, . . . , vn) 的各列可类似形成一个平行多面体 (可能退化)

{λ1v1 + · · · + λnvn : λ1, . . . , λn ∈ [0, 1]}.

我们从 n = 2 情形出发, 来研究如何计算它的体积.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 2 行列式的定义 ▶A 有向面积与二阶行列式
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引例: 平行四边形的面积 非考试内容

设平面上有 OACB, 其中 A, B 坐标分别为 u = (a, c)T, v = (b, d)T. 如果将 u 拆
分为 (a, 0)T + (0, c)T, 那么得到的三个平行四边形的面积有什么联系呢?

O

A

B
C

A1

C1

A2

C2

O

A

B
C

A1

C1

A2

C2

令 A1(a, 0), 并作 OA1C1B; 令 A2(0, c), 并作 OA2C2B. 那么 OACB 的面积是这
两个相加还是相减? 使用割补法可知为二者相减.
如果 A 在第一象限, B 在第二象限. 那么 OACB 的面积是这两个相加还是相

减?使用割补法可知为二者相加.
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有向面积 非考试内容

为何第一种情形是相减而第二种情形是相加呢? 观察发现: 这些平行四边形中只有
第一种情形的 OA2C2B, 从 OA2 到 OB 是顺时针方向. 如果定义有向面积并记为

|u, v| =
∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣ =
{

S OACB, 从 OA 到 OB 是逆时针;
−S OACB, 从 OA 到 OB 是顺时针.

那么 ∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a b
0 d

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣0 b
c d

∣∣∣∣∣ .
一般地,

|u1 + u2, v| = |u1, v| + |u2, v|. (关于第一列线性)
如果将 u 换成 ku, 那么面积变为 |k| 倍, 有向面积变为 k 倍. 因此

|ku, v| =
∣∣∣∣∣ka b
kc d

∣∣∣∣∣ = k|u, v| = k

∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣ . (关于第一列线性)

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 2 行列式的定义 ▶A 有向面积与二阶行列式
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有向面积的性质 非考试内容

对于 v 也有类似的性质:

|u, v1 + v2| = |u, v1| + |u, v2|,
|u, kv| = k|u, v|.

(关于第二列线性)

u = (1, 0)T, v = (0, 1)T 形成的平行四边形就是单位正方形, 有向面积为 1. 因此

|E2| =
∣∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣∣ = 1. (规范化)

如果交换 u, v, 那么面积不变但是有向面积变为 −1 倍. 因此

|v, u| =
∣∣∣∣∣b a
d c

∣∣∣∣∣= −|u, v| = −
∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣ . (反对称)

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 2 行列式的定义 ▶A 有向面积与二阶行列式
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二阶行列式 非考试内容

通过前面三条性质 (规范化、反对称、线性), 我们可以完全确定 |u, v|. 由反对称可知

|α, α| = −|α, α| = 0, |e2, e1| = −|e1, e2| = −1.

于是 ∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣ = |ae1 + ce2, be1 + de2| = |ae1, be1| + |ae1, de2| + |ce2, be1| + |ce2, de2|

= ab|e1, e1| + ad|e1, e2| + bc|e2, e1| + cd|e2, e2| = ad − bc,

即 ∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣ = ad − bc.

我们把它叫做二阶方阵的行列式, 或简称二阶行列式.
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n 阶行列式 非考试内容

将上述概念推广到 n 维情形. 设
e1 = (1, 0, . . . , 0)T, e2 = (0, 1, . . . , 0)T, · · · , en = (0, 0, . . . , 1)T.

那么 n 维情形的有向面积, 也就是 n 阶行列式应当满足:
(1) |En| = |e1, . . . , en| = 1;
(2) 反对称性质: | · · · , vi, · · · , vj , · · · | = −| · · · , vj , · · · , vi, · · · |;
(3) 线性性质: |v1, · · · , kvi, · · · , vn| = k|v1, · · · , vi, · · · , vn|;
(4) 线性性质: |v1, · · · , vi + v′

i, · · · | = |v1, · · · , vi, · · · , vn| + |v1, · · · , v′
i, · · · , vn|.

和二阶情形类似, n 阶方阵 A = (aij) 的行列式可以展开成 nn 项
n∑

k1,k2,...,kn=1
|ek1 , · · · , ekn |ak11ak22 · · · aknn.

由于有两列相同时, 行列式一定是零. 因此这个展开式只剩下 k1, k2, . . . , kn 是 1, 2, . . . , n
的排列时的那些项.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 2 行列式的定义 ▶B n 阶行列式
⊞□□□□⊞□□□□ 25 / 71



行列式的展开形式 非考试内容

设 k1, k2, . . . , kn 是 1, 2, . . . , n 的排列. 如果排列 k1, k2, . . . , kn 需要奇数次对换变成
1, 2, . . . , n, 记 sgn(k1, . . . , kn) = −1; 否则 sgn(k1, . . . , kn) = +1. 根据反对称性,

|ek1 , · · · , ekn | = sgn(k1, . . . , kn)|e1, · · · , en| = sgn(k1, . . . , kn).

定义. 设 A = (aij) 是 n 阶方阵. 定义 A 的行列式为

|A| =
∑

sgn(k1, . . . , kn)ak11ak22 · · · aknn,

其中 k1, k2, . . . , kn 取遍 1, 2, . . . , n 的全体排列.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 2 行列式的定义 ▶B n 阶行列式
⊞□□□□⊞□□□□ 26 / 71



2, 3 阶行列式

当 n = 2 时, sgn(12) = 1, sgn(21) = −1, 于是∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ := a11a22 − a12a21.

当 n = 3 时,
sgn(123) = sgn(231) = sgn(312) = 1,

sgn(132) = sgn(213) = sgn(321) = −1,

于是∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ := a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 2 行列式的定义 ▶B n 阶行列式
⊞□□□□⊞□□□□ 27 / 71



例: 2, 3 阶行列式的计算

例. ∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2
3 −5 1
2 1 4

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−5) · 4 + 3 · 1 · 2 + 2 · 3 · 1 − 1 · 1 · 1 − 3 · 3 · 4 − 2 · (−5) · 2

= −20 + 6 + 6 − 1 − 36 + 20 = −25.

练习. 若 k > 0 且

∣∣∣∣∣∣∣
k 2 1
2 k 1
k 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 0, 则 k = 2 .

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 2 行列式的定义 ▶B n 阶行列式
⊞□□□□⊞□□□□ 28 / 71



注记

(1) 行列式将一个方阵对应到一个数.
(2) 1 阶行列式就是方阵里面唯一的那个元素, 尽管也记作 | · |, 但注意和绝对值区分.
(3) 2, 3 阶行列式可以用对角线法直接得到展开式, 但是更高阶的没有这种表示方法.
(4) 对角阵的行列式 ∣∣diag(a1, a2, . . . , an)

∣∣ = a1a2 · · · an,

分块对角阵的行列式

|diag(A1, . . . , Am)| = |A1| · · · |Am|.

特别地 |En| = 1, |On| = 0.
(5) |A| 是由一些 ±ak11ak22 · · · aknn 相加得到, 其中 k1, k2, . . . , kn 取遍 1, 2, . . . , n 的所
有排列, 一共有 n! 个这样的项, 其中一半取 +, 一半取 − (n ⩾ 2).

(6) 可以把 |v1, v2, · · · , vn| 看成 v1, . . . , vn 的某种乘法, 满足分配率, 但是不满足交换律.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 2 行列式的定义 ▶B n 阶行列式
⊞□□□□⊞□□□□ 29 / 71



第三节 行列式的性质
行列式的性质

拉普拉斯展开

行列式的计算举例

三对角和范德蒙型行列式



行列式的转置不变性

定理. 转置不改变行列式: |AT| = |A|.

注意到

|A| =
∑

sgn(k1, . . . , kn)ak11 · · · aknn =
∑

ak11 · · · aknn|P |,

其中 P 是 ak11, . . . , aknn 这些位置为 1, 其余为 0 的矩阵. 类似地,

|AT| =
∑

ak11 · · · akn1|Q|,

其中 Q 是 a1k1 , . . . , ankn 这些位置为 1, 其余为 0 的矩阵. 所以我们只需证明 |P | = |P T|.

注意到交换 P 的两行等同于交换了它的两列. 所以将 P 变成 E 所需的交换列的次
数, 和将 P T 变成 E 所需的交换列的次数奇偶性相同, 即 |P | = |P T|.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶A 行列式的性质
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 30 / 71



行列式线性性

定理 (行列式的性质).
(1) 互换两行 (列) 后, 方阵的行列式变为 −1 倍.
(2) 方阵的某一行 (列) 乘 k 后, 方阵的行列式变为 k 倍.
(3) 将方阵某一行 (列) 对应向量写成两个向量之和, 则行列式也可对应拆成两个行列式
之和.

推论.
(1) 具有相同的两行 (列) 的方阵的行列式为零: | · · · , v, · · · , v, · · · | = 0.
(2) 若方阵有一行 (列) 全为零, 则行列式为零: | · · · , 0, · · · | = 0.
(3) 若方阵有两行 (列) 成比例, 则行列式为零: | · · · , v, · · · , kv, · · · | = 0.
(4) 行列式中某一行 (列) 的公因子可以提到行列式外面.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶A 行列式的性质
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 31 / 71



初等变换

计算行列式可以通过实施下列变换来化简:

初等变换.
(1) 互换两行 (列): ri ↔ rj, ci ↔ cj, 行列式变号;
(2) 一行 (列) 乘非零常数 k: kri, kci, 行列式变为 k 倍;
(3) j 行 (列) 乘 k 加到 i 行 (列): ri + krj, ci + kcj, 行列式不变.

实施第三类初等变换 ci + kcj 时, 第 j 列不变, 改变的是第 i 列. 由于

| · · · , vi, · · · , vj , · · · | = | · · · , vi, · · · , vj , · · · | + | · · · , kvj , · · · , vj , · · · |
= | · · · , vi + kvj , · · · , vj , · · · |,

因此第三类初等变换不改变行列式的值.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶A 行列式的性质
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 32 / 71



例: 使用初等变换计算行列式

练习.

(1) 判断题:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

2
3

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

2
3

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣. × 交换 1, 4 列, 交换 2, 3 列

(2) 计算

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 b1 + c1 c1 + d1 d1 + a1
a2 + b2 b2 + c2 c2 + d2 d2 + a2
a3 + b3 b3 + c3 c3 + d3 d3 + a3
a4 + b4 b4 + c4 c4 + d4 d4 + a4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 .

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶A 行列式的性质
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 33 / 71



例: 使用初等变换计算行列式

例. 若 abcd = 1, 证明 A =


a2 + a−2 a a−1 1
b2 + b−2 b b−1 1
c2 + c−2 c c−1 1
d2 + d−2 d d−1 1

 行列式为零.

证明.

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 a a−1 1
b2 b b−1 1
c2 c c−1 1
d2 d d−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣
a−2 a a−1 1
b−2 b b−1 1
c−2 c c−1 1
d−2 d d−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = abcd

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 a−2 a−1

b 1 b−2 b−1

c 1 c−2 c−1

d 1 d−2 d−1

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a−2 1 a−1

b b−2 1 b−1

c c−2 1 c−1

d d−2 1 d−1

∣∣∣∣∣∣∣∣.
由于 abcd = 1, 且等式右侧两个行列式相差 −1 倍, 因此 |A| = 0.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶A 行列式的性质
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 34 / 71



余子式和代数余子式

我们来介绍行列式与方阵子式的联系.

定义. 设 A = (aij) 是 n ⩾ 2 阶方阵.
(1) A 去掉第 i 行和 j 列得到的 n − 1 阶方阵的行列式称为 A 在 (i, j) 处的余子式

(Minor), 记为 Mij.
(2) 称 Aij = (−1)i+jMij 为 A 在 (i, j) 处的代数余子式 (Algebraic Minor).

注意余子式和代数余子式是数而不是矩阵.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 35 / 71



行列式与余子式的联系 非考试内容

假设 A 的第 n 列除了 ann 都是零. 若 kn 6= n, 则 ak11 · · · aknn = 0; 若 kn = n, 则
sgn(k1, . . . , kn−1, n) = sgn(k1, . . . , kn−1). 因此

|A| =
∑

sgn(k1, . . . , kn−1, n)ak1,1 · · · akn−1,n−1an,n = annMnn = annAnn.

假设 A 的第 j 列除了 aij 都是零. 依次对 A 实施
ri ↔ ri+1, ri+1 ↔ ri+2, . . . , rn−1 ↔ rn,

得到的方阵 B 就是将 A 的第 i 行移动到第 n 行的后面得到的方阵. 由于一共 n − i 次
列互换, 因此 |B| = (−1)n−i|A|.
同理, 将 B 的第 j 列移动到第 n 列的后面得到的方阵记为 C, 则

|C| = (−1)n−j |B| = (−1)i+j |A|.

注意到 C 在 (n, n) 处元素是 aij , 余子式是 Mij , 因此
|C| = aijMij , |A| = (−1)i+jaijMij = aijAij .

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 36 / 71



行列式与余子式的联系

将 A 的第 j 列写成
a1j

a2j
...

anj

 =


a1j

0
...
0

+


0

a2j
...
0

+ · · · +


0
0
...

anj

 ,

根据行列式的线性性质, 我们得到

|A| = a1jA1j + a2jA2j + · · · + anjAnj .

由于转置不改变方阵的行列式, 于是得到

|A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · + ainAin.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 37 / 71



拉普拉斯展开

定理 (行列式沿任一行或列展开). 方阵的行列式等于任一行 (列) 的元素与其对应的代数
余子式乘积的和:

|A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · + ainAin

= a1jA1j + a2jA2j + · · · + anjAnj .

由此也可以看出 i 6= k 时,

ai1Ak1 + ai2Ak2 + · · · + ainAkn = 0,

因为它是第 i, k 行相同的方阵的行列式.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 38 / 71



例: 三角阵的行列式

例. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11
a21 a22
...

... . . .
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣
a22
... . . .

an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22

∣∣∣∣∣∣∣
a33
... . . .

an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
= · · · = a11a22 · · · ann.

由于转置不改变行列式, 因此上三角阵行列式也等于对角元乘积.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 39 / 71



例: 反对角阵的行列式

例. 计算 |A|, 其中 A =


a1

a2
. . .

an

.

解.

|A| = (−1)n+1a1

∣∣∣∣∣∣∣
a2

. . .

an

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)n+1a1 · (−1)na2

∣∣∣∣∣∣∣
a3

. . .

an

∣∣∣∣∣∣∣
= · · · =

n∏
i=1

(−1)n−iai = (−1)
n(n−1)

2 a1a2 · · · an.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 40 / 71



例: 利用初等变换计算行列式

对于具体的方阵, 我们可以利用初等变换将其化为三角阵来计算行列式. 也可以在某
一行或一列只有少数非零元时用拉普拉斯展开来降阶.

例. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 1 −1

−4 −5 1 3
−3 1 −5 3
1 −2 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r2 + 4r4
r3 + 3r4========
r1 − 2r4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 7 1 1
0 −13 1 −1
0 −5 −5 0
1 −2 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)4+1

∣∣∣∣∣∣∣
7 1 1

−13 1 −1
−5 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣
r2 + r1======= −

∣∣∣∣∣∣∣
7 1 1

−6 2 0
−5 −5 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −(−1)1+3
∣∣∣∣∣−6 2
−5 −5

∣∣∣∣∣ = −40.

初等变换只能一个一个地实施, 不能同时实施诸如 r1 ↔ r2, r2 ↔ r3 这种操作.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 41 / 71



例: 利用初等变换计算行列式

练习.

(1)

∣∣∣∣∣∣∣
−2 0 1
501 200 299
500 200 300

∣∣∣∣∣∣∣ = −200 .

(2)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c

b + c c + a a + b

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 .

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 42 / 71



例: 分块矩阵行列式

例. 设

A =

a11 · · · a1m
... . . . ...

am1 · · · amm

 , B =

b11 · · · b1n
... . . . ...

bn1 · · · bnn

 ,

C =



a11 · · · a1m

... . . . ... 0
am1 · · · amm

∗ · · · ∗ b11 · · · b1n

... . . . ...
... . . . ...

∗ · · · ∗ bn1 · · · bnn


.

证明 |C| = |A| · |B|.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 43 / 71



例: 分块矩阵行列式

证明. 对 m 归纳. 当 m = 1 时将 |C| 沿第一行展开可知成立.
假设命题对于 m − 1 成立. 设 A 在 (1, j) 处的余子式为 M1j , C 在 (1, j) 处的余子式为

N1j . 则由归纳假设 N1j = M1j |B|. 因此

|C| =
m∑

j=1
(−1)1+ja1jN1j

=
m∑

j=1
(−1)1+ja1jM1j |B| = |A| · |B|.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 44 / 71



例: 拉普拉斯展开的应用

例. 设 A =


3 0 4 0
2 2 2 2
0 −7 0 0
5 3 −2 2

. 计算 A41 + A42 + A43 + A44 和 M41 + M42 + M43 + M44.

解. 由拉普拉斯展开可知

A41 + A42 + A43 + A44 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 4 0
2 2 2 2
0 −7 0 0
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 45 / 71



例: 拉普拉斯展开的应用

续解.

M41 + M42 + M43 + M44 = −A41 + A42 − A43 + A44 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 4 0
2 2 2 2
0 −7 0 0

−1 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 7

∣∣∣∣∣∣∣
3 4 0
2 2 2

−1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −28.

练习. 若 A =


a1 a2 a3 f
b1 b2 b3 f
c1 c2 c3 f
d1 d2 d3 f

, 则 A11 + A21 + A31 + A41 = 0 .

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶B 拉普拉斯展开
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 46 / 71



例: 行和为常数的行列式

计算 n 阶矩阵的行列式可以使用初等变换将其变为三角型, 也可以使用拉普拉斯展
开来对其实施降阶.

例. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 · · · 1
1 a · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 + ci=======
i ⩾ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a + n − 1 1 · · · 1
a + n − 1 a · · · 1

...
... . . . ...

a + n − 1 1 · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + n − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
1 a · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ri − r1=======
i ⩾ 2

(a + n − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
0 a − 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · a − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + n − 1)(a − 1)n−1.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶C 行列式的计算举例
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 47 / 71



例: 行和为常数的行列式

若方阵的每行 (列) 之和为常数, 可用此法化简.

练习. 计算 n 阶行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a1 a2 · · · an

a1 1 + a2 · · · an
...

... . . . ...
a1 a2 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 + a1 + · · · + an .

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶C 行列式的计算举例
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 48 / 71



例: 箭形行列式

例. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
1 2 · · · 0
...

... . . . ...
1 0 · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 − 1

i
ci

========
i ⩾ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 − 1
2

− · · · − 1
n

1 · · · 1
0 2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
(
1 − 1

2
− · · · − 1

n

)
n!.

一般的箭形行列式均可用此法处理.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶C 行列式的计算举例
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 49 / 71



例: 特殊形状行列式

练习. 计算 n 阶行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n − 1 n
−1 0 3 · · · n − 1 n
−1 −2 0 · · · n − 1 n
...

...
...

. . .
...

...
−1 −2 −3 · · · 0 n
−1 −2 −3 · · · −(n − 1) 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n! .

答案. 对该方阵实施 ri + r1, i ⩾ 2 即可化为上三角阵.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶C 行列式的计算举例
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 50 / 71



例: 降阶法

例. 计算矩阵 An =



x −1 0 · · · 0 0
0 x −1 · · · 0 0
0 0 x · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · x −1
an an−1 an−2 · · · a2 x + a1


的行列式.

解. 沿着第一列展开得到
|An| = x|An−1| + (−1)1+nan(−1)n−1 = x|An−1| + an,

递推或归纳可知

|An| = x(x|An−2| + an−1) + an = · · · = xn + a1xn−1 + a2xn−2 + · · · + an.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶C 行列式的计算举例
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 51 / 71



例: 降阶法计算三对角矩阵行列式

例. 计算矩阵 An =



2 1 0 · · · 0 0
1 2 1 · · · 0 0
0 1 2 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 2 1
0 0 0 · · · 1 2


的行列式.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶D 三对角和范德蒙型行列式
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 52 / 71



例: 降阶法计算三对角矩阵行列式

解. 设 Dn = |An|. 沿着第一行展开得到

|An| = 2|An−1| −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 · · · 0 0
0 2 1 · · · 0 0
0 1 2 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 2 1
0 0 0 · · · 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n−1

= 2|An−1| − |An−2|,

因此
|An| − |An−1| = |An−1| − |An−2| = · · · = |A2| − |A1| = 1,

从而 |An| = n − 1 + |A1| = n + 1.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶D 三对角和范德蒙型行列式
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 53 / 71



例: 降阶法计算三对角矩阵行列式

若主对角线元素均为 a, 上下副对角线元素均为 b 和 c, 则

|An| − a|An−1| + bc|An−2| = 0.

设 λ2 − aλ + bc = 0 的两个根为 λ1, λ2, 则归纳可知

|An| = λn
1 + λn−1

1 λ2 + · · · + λ1λn−1
2 + λn

2

=


λn+1

1 − λn+1
2

λ1 − λ2
, 若 λ1 6= λ2;

(n + 1)
(a

2

)n
, 若 λ1 = λ2 = a

2
.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶D 三对角和范德蒙型行列式
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 54 / 71



例: 范德蒙行列式

范德蒙行列式. 设An =


1 1 1 · · · 1
x1 x2 x3 · · · xn

x2
1 x2

2 x2
3 · · · x2

n
...

...
... . . . ...

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n

. 证明 |An| =
∏

1⩽i<j⩽n
(xj−xi).

证明. 归纳证明. 当 n = 1, 2 时显然成立. 设 n ⩾ 3, 由 rn − x1rn−1, . . . , r2 − x1r1 得到

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
0 x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1
0 x2(x2 − x1) x3(x3 − x1) · · · xn(xn − x1)
...

...
... . . . ...

0 xn−2
2 (x2 − x1) xn−2

3 (x3 − x1) · · · xn−2
n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶D 三对角和范德蒙型行列式
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 55 / 71



例: 范德蒙行列式

续证. 沿着第一列展开, 然后提取每一列的公因式 (xj − x1) 得到

|An| =
n∏

j=2
(xj − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
x2 x3 · · · xn
...

... . . . ...
xn−1

2 xn−1
3 · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

由归纳假设可知

|An| =
n∏

j=2
(xj − x1) ·

∏
2⩽i<j⩽n

(xj − xi) =
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi).

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶D 三对角和范德蒙型行列式
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 56 / 71



例: 范德蒙行列式的应用

练习.

(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x−3

1 x−3
2 x−3

3 x−3
4

x−1
1 x−1

2 x−1
3 x−1

4
x1 x2 x3 x4
x3

1 x3
2 x3

3 x3
4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
x−3

1 x−3
2 x−3

3 x−3
4

∏
1⩽i<j⩽4

(x2
j − x2

i )
.

(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 65

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 14 . =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
1 8 27 64

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3) 设 a, b, c 两两不等, 且

∣∣∣∣∣∣∣
a b c
a2 b2 c2

b + c c + a a + b

∣∣∣∣∣∣∣ = 0, 则 a + b + c = 0 .

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶D 三对角和范德蒙型行列式
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 57 / 71



例: 范德蒙行列式 非考试内容

范德蒙行列式还有另一种证明方式, 这种思路对于其它行列式的计算也有帮助.

证明. f = |An| 是 x1, . . . , xn 的多项式, 且次数不超过 1 + 2 + · · · + (n − 1). 由于当
xi = xj 时 f = 0, 因此 f 包含因式 xi − xj , 从而

f = g
∏

1⩽i<j⩽n

(xj − xi).

比较两边次数可知 g 是常数. 注意到
n∏

i=1
xi−1

i 只出现在范德蒙行列式对角元的乘积中, 且

它在
∏

1⩽i<j⩽n
(xj − xi) 中的系数是 1. 因此 g = 1.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶D 三对角和范德蒙型行列式
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 58 / 71



特殊形状行列式 非考试内容

例. 计算

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
150 250 · · · 10050

250 350 · · · 10150

...
... . . . ...

10050 10150 · · · 19950

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

证明. 将第一行换成 (x + 1)50, . . . , (x + 100)50, 并将行列式记为 f(x). 那么 f(1) = · · · =
f(99) = 0. 注意到 f 的次数不超过 50, 因此 f ≡ 0.

同理若 k < n − 1,
∣∣∣((ai + bj)k

)
1⩽i,j⩽n

∣∣∣ = 0.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶D 三对角和范德蒙型行列式
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 59 / 71



行列式常见计算方法总结

(1) 2, 3 阶行列式可用对角线法直接展开.
(2) 三角阵行列式等于对角元的乘积, 分块三角阵行列式等于对角阵行列式乘积.
(3) 行列式的计算一般需要用到三类初等变换, 创造出足够多的零.
(4) 行列式沿一行 (列) 的展开往往是降阶法的必要手段.
(5) 范德蒙型行列式可处理方阵各行 (列) 为等比数列的情形.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 3 行列式的性质 ▶D 三对角和范德蒙型行列式
⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□ 60 / 71



第四节 克拉默法则
矩阵、线性映射和线性方程组

克拉默法则



标准向量空间之间的映射 非考试内容

对于矩阵 A = (aij) ∈ Mm×n 和 n 维列向量 x = (x1, . . . , xn)T, 我们定义

Ax =


a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn

 .

这样我们得到一个映射
f : Rn −→ Rm

x 7−→ Ax

不难验证, 对任意 u, v ∈ Rn, λ ∈ R,

A(u + v) = Au + Av, A(λu) = λ(Au).

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 4 克拉默法则 ▶A 矩阵、线性映射和线性方程组
⊞□□□□⊞□□□□□ 61 / 71



矩阵映射和线性方程组

对于线性方程组 
a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm,

它等价于矩阵方阵 Ax = b, 其中

x =


x1
x2
...

xn

 , b =


b1
b2
...

bm

 .

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 4 克拉默法则 ▶A 矩阵、线性映射和线性方程组
⊞□□□□⊞□□□□□ 62 / 71



齐次和非齐次线性方程组

若线性方程组的常数都是零, 即
a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = 0
a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = 0

...
am1x1 + an2x2 + · · · + amnxn = 0

或 Ax = 0, 称之为齐次线性方程组. 否则称之为非齐次线性方程组.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 4 克拉默法则 ▶A 矩阵、线性映射和线性方程组
⊞□□□□⊞□□□□□ 63 / 71



齐次线性方程组解的特点

对于齐次线性方程组 Ax = 0, 令 V = {x | Ax = 0} 表示该方程的所有解形成的集
合. 显然 0 ∈ V . 若 u, v ∈ V , 则 Au = Av = 0. 于是

A(u + v) = A(λv) = 0, ∀λ ∈ R.

换言之, 从而 V 构成一个向量空间.

显然零解 x = 0 是 Ax = 0 的解, 其它解被称为非零解. 由于非零解的倍数还是它的
解, 因此 Ax = 0 有非零解 ⇐⇒ Ax = 0 有无穷多 (非零) 解.

当 A 是方阵时, 我们有 (以后证明):

定理. 设 A 是 n 阶方阵.
(1) 若 |A| 6= 0, 则 Ax = 0 只有零解;
(2) 若 |A| = 0, 则 Ax = 0 有 (无穷多) 非零解.

线性代数 ▶第一章 行列式 ▶ 4 克拉默法则 ▶A 矩阵、线性映射和线性方程组
⊞□□□□⊞□□□□□ 64 / 71



非齐次线性方程组解的特点

对于一般情形, 若 ξ 是 Ax = b 的一个解, 则 A(x − ξ) = 0, 从而它所有的解就是
x = ξ + v, v ∈ V . 因此

• Ax = 0 只有零解 ⇐⇒ Ax = b 无解或有唯一解;
• Ax = 0 有非零解 ⇐⇒ Ax = b 无解或有无穷多解.

当 A 是方阵时, 我们有:

定理. 设 A 是 n 阶方阵.
(1) 若 |A| 6= 0, 则 Ax = b 有唯一解;
(2) 若 |A| = 0, 则 Ax = b 无解或有无穷多解.

我们来计算 |A| 6= 0 时, Ax = b 解的形式.
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克拉默法则

克拉默法则. 设 A 是 n 阶方阵, b = (b1, . . . , bn)T 是 n 维列向量, 将 A 的第 j 列换成 b
得到的方阵记为 Aj. 当 |A| 6= 0, 线性方程组 Ax = b 有唯一解

x =
( |A1|

|A|
,
|A2|
|A|

, . . . ,
|An|
|A|

)
.

设 a = (|A1|, |A2|, . . . , |An|). 由于方阵 Aj 沿着第 j 列展开得到

|Aj | = b1A1j + b2A2j + · · · + bnAnj = (A1j , A2j , . . . , Anj)b,

因此

Aa 的第 i 个分量 =
n∑

j=1
aij |Aj | =

n∑
j=1

aij

n∑
k=1

bkAkj =
n∑

k=1
bk

n∑
j=1

aijAkj = bi|A|.
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例: 克拉默法则的应用

例. 已知


λx1 + x2 + x3 = 1

x1 + λx2 + x3 = 1
x1 + x2 + λx3 = −2

有无穷多解, 求 λ.

解.

0 =

∣∣∣∣∣∣∣
λ 1 1
1 λ 1
1 1 λ

∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 + 2 − 3λ = (λ − 1)2(λ + 2).

因此 λ = 1 或 −2. 显然 λ = 1 时无解. λ = −2 时, (t, t, t + 1) 是方程的解. 因此 λ = −2.
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例: 克拉默法则的应用

练习. 若


x1 + x2 + x3 = 0
x1 + λx2 + x3 = 0
x1 + x2 + (λ + 1)x3 = 0

有非零解, 则 λ = 0, 1 .

例. 证明: 若三条不同的直线

ax + by + c = 0
bx + cy + a = 0
cx + ay + b = 0

相交于一点, 则 a + b + c = 0.
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例: 克拉默法则的应用

证明. 线性方程组


ax1 + bx2 + cx3 = 0
bx1 + cx2 + ax3 = 0
cx1 + ax2 + bx3 = 0

有非零解 (x, y, 1). 因此

∣∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

∣∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣∣ = (a + b + c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣∣
= (a + b + c)(bc + ac + ab − a2 − b2 − c2)

= −1
2

(a + b + c)
[
(a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2].

由于这是三条不同直线, 因此 a, b, c 不可能全部相等, 从而 a + b + c = 0.

想一想: 为什么 a + b + c = 0 时, 三条直线一定相交于一点?
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克拉默法则的注记

使用克拉默法则解线性方程组需要:

(1) 方程组的数量和未知数数量相同;
(2) 系数矩阵行列式非零.

但由于使用克拉默法则计算量较大, 一般不使用该方法解方程, 通常仅用于理论研究.

练习. 何时下述线性方程组有非零解? b = 0 或 −a1 − · · · − an.
(a1 + b)x1 + a2x2 + · · · + anxn = 0

a1x1 + (a2 + b)x2 + · · · + anxn = 0
...

a1x1 + a2x2 + · · · + (an + b)xn = 0
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克拉默法则的应用

例. 设 a1, . . . , an 两两不同. 解方程组


x1 + a1 x2 + · · · + an−1

1 xn = 1
x1 + a2 x2 + · · · + an−1

2 xn = 1
...

x1 + anx2 + · · · + an−1
n xn = 1

解. 由于系数矩阵行列式为范德蒙行列式∏
1⩽i<j⩽n

(aj − ai) 6= 0,

因此方程有唯一解 x1 = 1, x2 = · · · = xn = 0.
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