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第二章 矩阵
1 矩阵的运算

2 逆矩阵

3 矩阵的初等变换



第一节 矩阵的运算
矩阵的加法和数乘

矩阵与线性映射的关系

矩阵的乘法

矩阵的幂

矩阵的转置



矩阵的加法和数乘

给定同型矩阵(行列数都相同的矩阵) A = (aij)m×n, B = (bij)m×n. 定义 A 和 B 的
和

A + B = (aij + bij)m×n.

只有同型矩阵才能相加. 自然地, 矩阵的减法为

A − B = (aij − bij)m×n.

给定矩阵 A = (aij)m×n 和 λ ∈ R. 矩阵数乘 λA 定义为

λA = (λaij)m×n.
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矩阵加法和数乘的性质

和向量类似, 矩阵的加法和数乘满足如下性质:

(1) A + B = B + A;
(2) (A + B) + C = A + (B + C);
(3) A + O = A;
(4) 对于任意矩阵 A, 存在矩阵 B = (−1)A 使得 A + B = O. 称 B 为 A 的负矩阵,
记作 −A.

(5) (λµ)A = λ(µA) = µ(λA);
(6) (λ + µ)A = λA + µA;
(7) λ(A + B) = λA + λB;
(8) 1A = A, 0A = O, λO = O.
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与行列式的联系

行 (列) 矩阵的加法和数乘就是其对应的行 (列) 向量的加法和数乘.

注意一般 |A + B| 6= |A| + |B|.

练习.
(1) 判断题: |λA| = λ|A|. |λA| = λn|A|
(2) 设 A 为 5 阶方阵, |A| = −1, 则 |2A| = −32 ,

∣∣|A|A
∣∣ = 1 .
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分块矩阵的加法和数乘

若分块矩阵 A, B 同型, 且每个对应分块也同型, 则 A + B 就是对应分块相加形成
的分块矩阵:A11 · · · A1r

... . . . ...
As1 · · · Asr

+

B11 · · · B1r
... . . . ...

Bs1 · · · Bsr

 =

A11 + B11 · · · A1r + B1r
... . . . ...

As1 + Bs1 · · · Asr + Bsr

 .

数 λ 和分块矩阵的数乘, 就是 λ 和对应分块数乘形成的分块矩阵:

λ

A11 · · · A1r
... . . . ...

As1 · · · Asr

 =

λA11 · · · λA1r
... . . . ...

λAs1 · · · λAsr

 .
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矩阵线性运算的应用: 图像处理 非考试内容

一张图片由一些像素构成, 上图包含 341 × 512 个像素. 在 红
R
绿
G
蓝
B 颜色模式下, 每个像

素包含红绿蓝三个通道, 每个通道为一个 0 ∼ 255 之间的整数, 数值越高对应颜色越亮.
例如

• R = 0, G = 0, B = 0 表示纯黑色;
• R = 255, G = 255, B = 255 表示纯白色 ;
• R = 255, G = 0, B = 255 表示纯紫色.
若三个通道相同, 图片就是一张灰色的图. 此时图片对应一个 341 × 512 的矩阵 A.
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矩阵线性运算的应用: 图像处理 非考试内容

想一想: 如何将这个图像变亮?

=⇒

我们只需要增加每个元素的值, 例如 (超过 255 的需要修正为 255)

A +

50 · · · 50
... . . . ...

50 · · · 50

 , 1.5A,
1
2

(A +

255 · · · 255
... . . . ...

255 · · · 255

).
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矩阵线性运算的应用: 图像处理 非考试内容

如何让图像反色?

=⇒

255 · · · 255
... . . . ...

255 · · · 255

− A.
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线性映射 非考试内容

定义. 若映射 f : Rn → Rm 满足

f(u + v) = f(u) + f(v), f(λu) = λ
(
f(u)

)
.

称 f 是一个线性映射或线性变换.

根据之前的分析, f(x) = Ax 是一个线性映射. 反过来, 是不是所有的线性映射
f : Rn → Rm 都可以表达为前述形式 f(x) = Ax 呢?
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线性映射 非考试内容

以线性映射 f : R3 → R4 为例, 记

e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
1
0

 , e3 =

0
0
1

 ,

那么 x1
x2
x3

 = x1e1 + x2e2 + x3e3.

记

f(e1) =


a11
a21
a31
a41

 , f(e2) =


a12
a22
a32
a42

 , f(e3) =


a13
a23
a33
a43

 .
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线性映射的形式 非考试内容

根据线性映射的性质,

f

x1
x2
x3

 = f(x1e1 + x2e2 + x3e3) = x1f(e1) + x2f(e2) + x3f(e3)

= x1


a11
a21
a31
a41

+ x2


a12
a22
a32
a42

+ x3


a13
a23
a33
a43

 =


a11x1 + a12x2 + a13x3
a21x1 + a22x2 + a23x3
a31x1 + a32x2 + a33x3
a41x1 + a42x2 + a43x3

 ,

即 f(x) = Ax, 其中 A = (aij)4×3 =
(
Ae1, Ae2, Ae3

) 的各列就是 f(ej) = Aej .

这表明, 全体线性映射 f : Rn → Rm 和 A ∈ Mm×n(R) 是一一对应的.
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例: 旋转变换

如何用矩阵表示平面 R2 上的旋转? 设 A(x1, x2) 是平面上的一个点, 沿着原点逆时
针旋转角度 θ 变成 B(y1, y2). 利用极坐标将 A 表示为{

x1 = ρ cos α,
x2 = ρ sin α,

则 {
y1 = ρ cos(α + θ) = ρ(cos α cos θ − sin α sin θ) = (cos θ)x1 − (sin θ)x2,
y2 = ρ sin(α + θ) = ρ(cos α sin θ + sin α cos θ) = (sin θ)x1 + (cos θ)x2.

因此上述旋转变换对应的矩阵为

Rθ =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
∈ M2(R).
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例: 线性映射

• A =

λ1
. . .

λn

 表示各个分量分别放缩为 λi 倍的线性映射.

• A =
(

0 1
1 0

)
表示平面中沿着直线 x1 = x2 翻转.

• A =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 表示三维空间中沿着直线 x1 = x2 = x3 旋转 2π

3
.

• 想一想: A =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 表示什么线性映射?
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线性变换的复合

给定矩阵 A = (aij)m×n, B = (bij)n×p. 矩阵乘法 C 定义为满足如下等式的矩阵:

Cx = A(Bx).

也就是映射 y 7→ By 和 x 7→ Bx 的复合映射所对应的向量.

C 的第 j 列是
Cej = A(Bej) = Aβj ,

其中 B = (β1, . . . , βp). 设 C = (cij)m×p, 那么

cij = Aβj的第 i 个分量 =
n∑

k=1
aikbkj ,

即 A(β1, . . . , βp) = (Aβ1, . . . , Aβp).

当 B = x 是列向量时, Ax 就是它们作为矩阵的乘积.
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矩阵乘法的定义

定义. 设 A = (aij)m×n, B = (bij)n×p. 定义矩阵的乘法为 C = AB = (cij)m×p, 其中

cij =
n∑

k=1
aikbkj .

只有第一个矩阵的列数等于第二个矩阵的行数才能相乘.

(
1 2
2 1

)0 0 0
0 0 0
0 0 0

 =? 不能相乘!

简单来说, AB 的 (i, j) 元就是 A 的 i 行和 B 的 j 列对应分量相乘后求和得到的.
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分块矩阵的乘法

设

A =

A11 · · · A1r
... . . . ...

As1 · · · Asr

 , B =

B11 · · · B1t
... . . . ...

Br1 · · · Brt,


且 Aik 的列数和 Bkj 的行数相同, 则

AB =

C11 · · · C1t
... . . . ...

Cs1 · · · Cst

 , Cij =
r∑

k=1
AikBkj .

分块矩阵能相乘, 需要 A 的列块数和 B 的行块数要相等. 这样分块矩阵的运算就如同把
这些分块视作数一样运算.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶C 矩阵的乘法
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 15 / 100



行向量与列向量的乘法

设 u = (u1, . . . , un) 是 n 维行向量, v = (v1, . . . , vn)T 是 n 维列向量. uv, vu =?

uv =
n∑

i=1
uivi, vu = (viuj)n×n ∈ Mn.

对于矩阵 A = (aij)m×n, B = (bij)n×p. AB 的 (i, j) 元其实就是 A 第 i 行对应的行
向量和 B 第 j 列对应的列向量相乘得到的数 (1 阶方阵包含的唯一元素):

α1
α2
...

αm

 (β1, β2, · · · , βp) =


α1β1 α1β2 · · · α1βp

α2β1 α2β2 · · · α2βp
...

... . . . ...
αmβ1 αmβ2 · · · αmβp

 .
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例: 矩阵乘法的计算

例. 求矩阵 A =
(

1 2 0 −1
2 1 4 0

)
与 B =


2 0 1

−2 3 1
1 5 0
1 −3 4

 的乘积 AB.

解. (
1 2 0 −1
2 1 4 0

)
2 0 1

−2 3 1
1 5 0
1 −3 4

 =
(

− 3 9 − 1
6 23 3

)
.
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矩阵乘法的性质

由于 (AB)C 和 A(BC) 对应的映射都是 A, B, C 对应线性映射的复合, 因此
(AB)C = A(BC).

矩阵乘法满足如下性质:

(1) (AB)C = A(BC);
(2) λ(AB) = (λA)B = A(λB);
(3) A(B + C) = AB + AC;
(4) 若 A ∈ Mm×n, 则 EmA = AEn = A.
(5) 若 A ∈ Mm×n, 则 Op×mA = Op×n, AOn×p = Om×p.
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行列式的乘性

定理. 设 A, B 是 n 阶方阵, 则 |AB| = |A| · |B|.

证明. 设 f(X) := |AX|, 即 f(v1, . . . , vn) = |Av1, . . . , Avn|. 容易知道 f 也满足反对称
性, 且对任意 vi 是线性的. 类似于行列式展开可知, 对于 X = (aij),

f(X) =
∑

f(ek1 , . . . , ekn)ak11ak22 · · · aknn

=
∑

f(e1, . . . , en) sgn(k1, . . . , kn)ak11ak22 · · · aknn

= f(E)|X| = |A| · |X|,

其中 k1, k2, . . . , kn 取遍 1, 2, . . . , n 的全体排列. 故 |AB| = f(B) = |A| · |B|.

由此可知, 对于 V ⊂ Rn, A 对应的线性映射将其有向体积变为 |A| 倍.
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例: 行列式的乘性

例. 求椭球面 V = {(x, y, z) ∈ R3 | (x + y)2 + (2y + z)2 + (x + z)2 = R2} 的体积.

解. 设 f(x) = Ax, 其中

A

x
y
z

 =

 x + y
2y + z
x + z

 , 即 A =

1 1 0
0 2 1
1 0 1

 .

那么 f 把 V 映射为球体 x2 + y2 + z2 = R2, 从而

Vol(V ) = 1
|A|

4
3

πR3 = 4
9

πR3.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶C 矩阵的乘法
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 20 / 100



例: 行列式的乘性

例. 证明:

∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 b1 + c1 c1 + a1
a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2
a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣.

证明. ∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 b1 + c1 c1 + a1
a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2
a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 1 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ .

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶C 矩阵的乘法
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 21 / 100



例: 方阵的行列式

例. 设 A =


a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a

, 求 |A|.

解. 这题可以直接硬算, 不过我们可以利用一点小技巧:

AAT =


a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a




a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

 = (a2 + b2 + c2 + d2)E.

因此 |A| = ±(a2 + b2 + c2 + d2)2. 因为 |A| 一定有 a4 项, 所以 |A| = (a2 + b2 + c2 + d2)2.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶C 矩阵的乘法
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 22 / 100



例: 方阵的行列式

例. 计算

∣∣∣∣∣∣∣
2 sin a cos a sin a cos b + cos a sin b sin a cos c + cos a sin c

sin b cos a + cos b sin a 2 sin b cos b sin b cos c + cos b sin c
sin c cos a + cos c sin a sin c cos b + cos c sin b 2 sin c cos c

∣∣∣∣∣∣∣.
容易看出该方阵可写成两个方阵之和sin a cos a sin a cos b sin a cos c

sin b cos a sin b cos b sin b cos c
sin c cos a sin c cos b sin c cos c

+

cos a sin a cos a sin b cos a sin c
cos b sin a cos b sin b cos b sin c
cos c sin a cos c sin b cos c sin c

 .

这两个方阵各自满足各行成比例, 因此可分别写成sin a
sin b
sin c

 (cos a, cos b, cos c),

cos a
cos b
cos c

 (sin a, sin b, sin c).

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶C 矩阵的乘法
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 23 / 100



例: 方阵的行列式

因此原方阵为 sin a cos a
sin b cos b
sin c cos c

 ·
(

cos a cos b cos c
sin a sin b sin c

)
.

解. 原式 =

∣∣∣∣∣∣∣
sin a cos a 0
sin b cos b 0
sin c cos c 0

∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣
cos a cos b cos c
sin a sin b sin c

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

设 A ∈ Mm×n, B ∈ Mn×m. 若 m > n, 则

|AB| =
∣∣∣∣∣(A, Om×(m−n))

(
B

O(m−n)×m

)∣∣∣∣∣= 0.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶C 矩阵的乘法
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 24 / 100



矩阵乘法无交换律和消去律

矩阵的乘法不能随意交换顺序. 一般称 AB 为 A 左乘 B, 或者 B 右乘 A.

若 AB = BA, 则称 A, B 是可交换的. 此时 A, B 必为同阶方阵. 例如(
1 2
0 1

)(
2 1
0 2

)
=
(

2 5
0 2

)
=
(

2 1
0 2

)(
1 2
0 1

)
方阵总和同阶单位阵交换.

矩阵乘法也没有消去律: AB = O 推不出 A = O 或 B = O. 例如(
2 4
1 2

)(
2 −2

−1 1

)
= O2.

由此可知: AC = BC 推不出 A = B.

练习. 设 A, B 为 n > 1 阶方阵, 则 A + AB =( C ).

A(1 + B)(A) (E + B)A(B) A(E + B)(C) 以上都不对(D)
线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶C 矩阵的乘法
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 25 / 100



例: 与给定矩阵可交换

例. 求与矩阵 A =

0 1 0
0 1

0

 可交换的所有矩阵.

解. 设 B = (aij)3×3 与 A 可交换, 则

AB =

a21 a22 a23
a31 a32 a33
0 0 0

 = BA =

0 a11 a12
0 a21 a22
0 a31 a32

 ,

a21 = a31 = a32 = 0, a11 = a22 = a33, a23 = a12,

即 B =

a11 a12 a13
a11 a12

a11

.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶C 矩阵的乘法
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 26 / 100



矩阵乘法的应用: 图像校正 非考试内容

某位同学拍身份证照片拍成了下图的样子, 如何才能修复好呢?

O

A

B

以左下角为原点, 通过测量发现 A 坐标为 (521, 88), B 坐标为 (19, 311).
经过查询知道身份证长宽比为 42.7 : 27. 令 A′ = (427, 0), B′ = (0, 270). 我们希望找

到一个线性变换, 将 A, B 变为 A′, B′.
线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶C 矩阵的乘法
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 27 / 100



矩阵乘法的应用: 图像校正 非考试内容

设该线性变换对应的矩阵为 A =
(

a b
c d

)
, 则

A

(
521 19
88 311

)
=
(

427 0
0 270

)
, 即


521a + 88 b = 427
19 a + 311b = 0
521c + 88 d = 0
19 c + 311d = 270

解得 A =
(

0.828 −0.051
−0.148 0.877

)
. 通过应用该变换, 图片被修复成如下效果:

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶C 矩阵的乘法
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 28 / 100



矩阵幂的定义

定义. 设 A 为 n 阶方阵, 定义 A 的幂

A0 = En, Ak = A · A · · · · · A︸ ︷︷ ︸
k 个

.

矩阵幂满足如下性质 (k, ℓ 为非负整数):

(1) Ak+ℓ = Ak · Aℓ;
(2) Akℓ = (Ak)ℓ.

注意 (AB)k 一般不等于 Ak · Bk. 想一想: 下面的等式成立吗?

(A − B)(A + B) = A2 − B2? (A + B)2 = A2 + 2AB + B2?

当且仅当 AB = BA 时成立.
线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶D 矩阵的幂
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 29 / 100



例: 矩阵幂的计算

例. 设 A = diag(λ1, · · · , λn). 求 Ak.

解.
A2 = A · A = diag(λ2

1, · · · , λ2
n),

A3 = A · A2 = diag(λ3
1, · · · , λ3

n),

递推下去可知
Ak = diag(λk

1, · · · , λk
n).

同理, 若 A = diag(A1, . . . , Am), 则

Ak = diag(Ak
1, . . . , Ak

m).

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶D 矩阵的幂
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 30 / 100



例: 矩阵幂的计算

例. 设 A =

λ 1 0
λ 1

λ

 . 求 Ak.

解.

A2 =

λ 1 0
λ 1

λ

λ 1 0
λ 1

λ

 =

λ2 2λ 1
λ2 2λ

λ2

 ,

A3 =

λ 1 0
λ 1

λ

λ2 2λ 1
λ2 2λ

λ2

 =

λ3 3λ2 3λ
λ3 3λ2

λ3

 .

归纳可知 Ak =

λk kλk−1 1
2 k(k − 1)λk−2

λk kλk−1

λk

.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶D 矩阵的幂
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 31 / 100



例: 矩阵幂的计算

另解. 设 N =

0 1 0
0 1

0

, 则 N2 =

0 0 1
0 0

0

 , N3 = O. 由于 A = λE + N 且 E 和

N 可交换, 因此

Ak = (λE + N)k = λkE + C1
kλk−1N + C2

kλk−2N2

=


λk kλk−1 1

2
k(k − 1)λk−2

λk kλk−1

λk

.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶D 矩阵的幂
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 32 / 100



例: 矩阵幂的计算

例. 设 A =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
. 求 Ak.

解. 注意到 A 对应平面 R2 上的线性变换是逆时针旋转 θ, 所以 Ak 就是逆时针旋转 nθ,
对应的矩阵为

Ak =
(

cos kθ − sin kθ
sin kθ cos kθ

)
.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶D 矩阵的幂
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 33 / 100



例: 矩阵幂的计算

例. 设 A = (1, 2, 3), B =

−1
2
0

 . 求 (BA)k.

解. 注意到 AB = 3, 因此

(BA)k = B(AB)k−1A = B · 3k−1 · A = 3k−1BA =

−3k−1 −2 · 3k−1 −3k

2 · 3k−1 4 · 3k−1 2 · 3k

0 0 0

 .

把数 λ 看成一阶方阵时, 它右乘一列向量、或左乘一行向量和数乘效果一样.

该方法可用于计算每行之间成比例的方阵的幂.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶D 矩阵的幂
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 34 / 100



例: 矩阵幂的计算

练习. 设 A =

1 2 3
2 4 6
3 6 9

 . 求 Ak.

答案. 注意到 A =

1
2
3

 (1, 2, 3),因此 Ak = 14k−1A =

 14k−1 2 · 14k−1 3 · 14k−1

2 · 14k−1 4 · 14k−1 6 · 14k−1

3 · 14k−1 6 · 14k−1 9 · 14k−1

.

练习. 设 α = (1, 0, −1), A = αTα, 则 |5E − A3| = −75 .

想一想: A2 = E 能推出 A = E 或 −E 吗?

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶D 矩阵的幂
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 35 / 100



方阵的多项式

设
f(x) = amxm + · · · + a1x + a0

是一个多项式. 对于 n 阶方阵 A, 定义

f(A) = amAm + · · · + a1A + a0E.

和幂的计算类似, 我们有
(1) f

(
diag(λ1, . . . , λn)

)
= diag

(
f(λ1), . . . , f(λn)

)
.

(2) f(λE + N) = f(λ)E + f ′(λ)N + 1
2!

f ′′(λ)N2 + · · · + 1
m!

f (m)(λ)Nm.

(3) 若 a0 = 0, 则 f(αβT) =
(
amλm−1 + · · · + a2λ + a1

)
A, 其中 λ = βTα.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶D 矩阵的幂
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 36 / 100



矩阵幂的应用: 换乘 非考试内容

网上订票系统里记录了所有能直飞的航班线路. 对于不能直达的城市, 该怎么确定是
否有换乘方案呢? 例如 4 个城市之间的航线如图所示:

1

2 3

4

⇐⇒ 邻接矩阵 A =


0 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0



邻接矩阵中 aij = 1 表示从 i 到 j 有直飞航线.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶D 矩阵的幂
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 37 / 100



矩阵幂的应用: 换乘 非考试内容

于是 A2 的 (i, j) 元
bij =

4∑
k=1

aikakj

就是从 i 到 j 换乘一次的方案数. 例如从 2 =⇒ 3 :

A2 =


0 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0




0 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0

 =


2 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
0 2 1 1

.

由于 b23 = 1, 因此可通过 2 =⇒ 1 =⇒ 3 换乘一次到达.

想一想: 如何从 3 到达 4 ? 考虑 A3, 即换乘两次即可.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶D 矩阵的幂
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 38 / 100



矩阵转置的性质

矩阵的转置满足如下性质:

(1) (AT)T = A;
(2) (A + B)T = AT + BT;
(3) (λA)T = λAT;
(4) (AB)T = BTAT.

例如 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


b1

b2
b3

 =

c1
c2
c3

 ,

两边取转置得到

(b1, b2, b3)

a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

 = (c1, c2, c3).

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶E 矩阵的转置
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 39 / 100



分块矩阵的转置

设

A =

A11 · · · A1r
... . . . ...

As1 · · · Asr

 ,

则

AT =

AT
11 · · · AT

s1
... . . . ...

AT
1r · · · AT

sr

 .

注意小块的位置需要转置, 每个小块也需要转置.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶E 矩阵的转置
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 40 / 100



对称阵和反对称阵

定义.
• 若方阵 A 满足 AT = A, 称 A 为对称阵;
• 若 AT = −A, 称 A 为反对称阵.

例如
12 6 1

6 8 0
1 0 6

 是对称阵. 对角矩阵都是对称阵.

例如
 0 6 1

−6 0 0
−1 0 0

 是反对称阵. 反对称阵的对角线均为 0.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶E 矩阵的转置
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 41 / 100



对称阵和反对称阵

例. 证明: 若 A, B, AB 都是对称阵, 则 AB = BA.

证明. 由题设可知 AT = A, BT = B,

AB = (AB)T = BTAT = BA.

想一想: 若 A, B, AB 中有一个对称阵和两个反对称阵呢? 同理 AB = BA.

练习. 设 A 是 n 阶方阵, ( A )一定是对称阵?

ATA(A) A − AT(B) A2(C) AT − A(D)

一般地, 若 A ∈ Mm×n, AAT 是 m 阶对称阵, ATA 是 n 阶对称阵.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶E 矩阵的转置
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 42 / 100



例: 反对称阵的行列式

例. 设 n 阶方阵 A 是反对称阵. 若 n 是奇数, 则 |A| = 0.

证明. 由于 AT = −A, 于是

|A| = |AT| = |−A| = (−1)n|A| = −|A|.

故 |A| = 0.

若 n 是偶数, 则反对称阵的行列式 |A| 是 A 各个元素的 n
2 次多项式的平方.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶E 矩阵的转置
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 43 / 100



任一方阵可表为对称阵与反对称阵之和

例. 证明: 任一方阵均可写成一对称阵和一反对称阵之和.

证明.

A = A + AT

2
+ A − AT

2
.

想一想:

• 若函数 f(x) 的定义域关于原点对称, 则 f(x) 可以表示成一个偶函数和一个奇函数
之和.

• 复数 z 可以写成 z1 + z2, 其中 z1 = z1, z2 = −z2.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 1 矩阵的运算 ▶E 矩阵的转置
⊞□□□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□⊞□□□□□ 44 / 100



第二节 逆矩阵
方阵的伴随矩阵

逆矩阵的定义和形式

逆矩阵的性质

逆矩阵的应用



伴随矩阵的定义

定义. 设 A = (aij) 为 n ⩾ 2 阶方阵. 由 A 的代数余子式形成的 n 阶方阵

A∗ = (Aji) =


A11 A21 · · · An1
A12 A22 · · · An2

...
... . . . ...

A1n A2n · · · Ann


称为 A 的伴随矩阵.

注意, 伴随矩阵的 (i, j) 元是代数余子式 Aji 而不是 Aij .

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶A 方阵的伴随矩阵
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 45 / 100



伴随矩阵的性质

例. 若 A =
(

a b
c d

)
, 则 A∗ =

(
d −b

−c a

)
.

伴随矩阵满足如下性质:

(1) AA∗ = A∗A = |A|En.

这是因为

AA∗ =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann




A11 A21 · · · An1
A12 A22 · · · An2

...
... . . . ...

A1n A2n · · · Ann


的 (i, j) 元是 ai1Aj1 + · · · + ainAjn =

{
|A|, i = j;
0, i 6= j.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶A 方阵的伴随矩阵
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 46 / 100



伴随矩阵的性质

(2) (kA)∗ = kn−1A∗.
(3) (AT)∗ = (A∗)T.
(4) |A∗| = |A|n−1.

若 |A| 6= 0, 由 |A∗| · |A| = |A∗A| =
∣∣|A|En

∣∣ = |A|n 可得.

若 |A| = 0, 则
AA∗(A∗)∗ = |A|(A∗)∗ = O = |A∗|A,

于是 |A∗| = 0 或 A = O, A∗ = O. 故 |A∗| = 0.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶A 方阵的伴随矩阵
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 47 / 100



伴随矩阵的伴随

(5) (A∗)∗ =
{

A, n = 2;
|A|n−2A, n ⩾ 3.

容易知道, 2 阶方阵满足 (A∗)∗ = A. 若 A 是 n ⩾ 3 阶方阵且 |A| 6= 0, 则由

AA∗(A∗)∗ = |A|(A∗)∗ = |A∗|A

可知
(A∗)∗ = |A∗|

|A|
A = |A|n−2A.

若 A 是 n ⩾ 3 阶方阵且 |A| = 0, 我们会在 §2.4 证明 (A∗)∗ = O.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶A 方阵的伴随矩阵
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 48 / 100



例: 伴随矩阵的性质

例. 设非零 n ⩾ 3 实方阵 A 满足对任意 i, j, aij = Aij . 求 |A|.

解. 由题设可知 A∗ = AT. 因此 |A| = |A∗| = |A|n−1, |A| = 0, 1 或 −1.
注意 AAT = AA∗ = |A|E 的第 i 个对角元

n∑
k=1

a2
ik ⩾ 0.

因此 |A| ⩾ 0. 若 |A| = 0, 则所有的 aik = 0, A = O, 矛盾! 因此 |A| = 1.

事实上, A 是正交阵, 即满足 ATA = E 的实方阵.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶A 方阵的伴随矩阵
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 49 / 100



例: 分块方阵的伴随

练习. 设 A, B 为同阶方阵, C =
(

A
B

)
, 则 C∗ =( C ).

(
A∗

B∗

)
(A)

(
B∗

A∗

)
(B)(

|B|A∗

|A|B∗

)
(C)

(
|A|B∗

|B|A∗

)
(D)

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶A 方阵的伴随矩阵
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 50 / 100



线性变换的逆 非考试内容

给定一个线性变换 f : Rn → Rm, 若线性变换 g : Rm → Rn 满足

(gf)(x) = x, ∀x ∈ Rn, (fg)(y) = y, ∀y ∈ Rm,

则称 g 是 f 的逆.

设 f, g 对应的矩阵分别是 A, B, 则

AB = Em, BA = En.

由于 m > n 时 |AB| = 0; m < n 时 |BA| = 0. 因此线性变换的逆只可能在 m = n 时存
在.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶B 逆矩阵的定义和形式
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 51 / 100



逆矩阵的定义和唯一性

由此得到对应的矩阵的逆的定义:

定义. 设 A 是 n 阶方阵. 若存在 n 阶方阵 B 使得

AB = BA = En,

则称 A 是可逆矩阵, B 是 A 的逆矩阵.

可逆矩阵的逆矩阵唯一吗? 设 B, B′ 都是 A 的逆矩阵, 则

AB = En, B′A = En.

于是
B = (B′A)B = B′(AB) = B′.

因此若逆矩阵存在必唯一, 记为 A−1.
线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶B 逆矩阵的定义和形式
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 52 / 100



逆矩阵存在性的刻画

若 A 可逆, 从 AA−1 = E 可知 |A| · |A−1| = 1. 从而 |A| 6= 0.

反之, 若 |A| 6= 0, 则

AA∗ = A∗A = |A|E, A · 1
|A|

A∗ = 1
|A|

A∗ · A = E, A−1 = 1
|A|

A∗.

逆矩阵的存在性和形式. n 阶方阵 A 可逆当且仅当 |A| 6= 0. 此时 A−1 = 1
|A|

A∗.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶B 逆矩阵的定义和形式
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 53 / 100



逆矩阵存在性的刻画

推论. 设 A, B 为 n 阶方阵. 若 AB = E (或 BA = E), 则 B = A−1.

证明. 若 AB = E, 则 |A| · |B| = 1, |A| 6= 0. 因此 A 可逆.

A−1 = A−1(AB) = B.

行列式为零的方阵也叫退化方阵.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶B 逆矩阵的定义和形式
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 54 / 100



例: 计算逆矩阵

例. 证明 A =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
可逆并求其逆矩阵.

解. 由于 |A| = cos2 θ + sin2 θ = 1, 因此 A 可逆. 由于 A∗ =
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, 因此

A−1 = 1
|A|

A∗ =
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
.

注意到 A 对应的是平面上沿原点逆时针旋转 θ, 因此 A−1 对应的是平面上沿原点逆
时针旋转 −θ.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶B 逆矩阵的定义和形式
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 55 / 100



例: 计算逆矩阵

例. A =

 1 2 1
0 1 −1

−1 3 4

 , B =

 2 7 −2
−1 −3 5
1 5 11

 是否可逆? 若可逆求其逆矩阵.

解. 由于 |A| r3 + r1=======

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
0 1 −1
0 5 5

∣∣∣∣∣∣ = 10, 因此 A 可逆,

A−1 = 1
10

A∗ = 1
10

A11 A21 A31
A12 A22 A32
A13 A23 A33

 = 1
10

7 −5 −3
1 5 1
1 −5 1

 .

由于 |B| c3 − 11c1=========
c2 − 5c1

∣∣∣∣∣∣
2 −3 −24

−1 2 16
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−3 −24

2 16

∣∣∣∣ = 0, 因此 B 不可逆.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶B 逆矩阵的定义和形式
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 56 / 100



例: 计算逆矩阵

例. 设 λ1, . . . , λn 6= 0,
Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn),

则
Λ−1 = diag(λ−1

1 , λ−1
2 , . . . , λ−1

n ).

通过计算伴随矩阵还可知道, 行列式非零的上 (下) 三角阵的逆也是上 (下) 三角的,且二者
对角元对应元素互为逆.

分块对角阵也有类似性质. A = diag(A1, . . . , Am) 可逆当且仅当 A1, . . . , Am 均可
逆, 此时

A−1 = diag(A−1
1 , . . . , A−1

m ).

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶B 逆矩阵的定义和形式
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 57 / 100



例: 分块对角阵

例. 求 A =


2 1 0 0
1 1 0 0
0 0 2 0
0 0 −1 3

 的逆矩阵.

解. 设 A1 =
(

2 1
1 1

)
, A2 =

(
2 0

−1 3

)
, 则 A−1

1 =
(

1 −1
−1 2

)
, A−1

2 = 1
6

(
3 0
1 2

)
.

故 A−1 = diag(A−1
1 , A−1

2 ) =


1 −1

−1 2
1/2 0
1/6 1/3

.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶B 逆矩阵的定义和形式
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 58 / 100



例: 分块三角阵的逆

例. 设 A, B 均可逆, 求
(

A O
C B

)
的逆矩阵.

解. 由
∣∣∣∣∣A O
C B

∣∣∣∣∣ = |A| · |B| 6= 0 可知该方阵可逆. 设
(

A O
C B

)(
A1 A2
A3 A4

)
= E.

则 AA1 = E, AA2 = O, CA2 + BA4 = E. 于是 A1 = A−1, A2 = O, A4 = B−1. 再由
CA1 + BA3 = O 可得

A3 = −B−1CA1 = −B−1CA−1.

故

(
A O
C B

)−1

=
(

A−1 O
−B−1CA−1 B−1

)
.

由此可知, (分块) 上/下三角阵的逆还是 (分块) 上/下三角阵.
线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶B 逆矩阵的定义和形式
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 59 / 100



逆矩阵的计算方法

逆矩阵通常采用下述方法计算:

(1) 利用公式 A−1 = 1
|A|

A∗, 适用于 2, 3 阶方阵, 或用于抽象分析.

(2) 寻找方阵 B 使得 AB = E, 适用于抽象矩阵求逆.
(3) 利用矩阵的初等变换求逆矩阵, 该方法我们会在下一节中学习.

例. 设 A 为 n 阶方阵且满足 A2 + 3A − 2E = O. 求 A−1 和 (A − E)−1.

解.

(1) 由于 A2 + 3A = 2E, 因此 A(A + 3E) = 2E, A−1 = 1
2

(A + 3E).

(2) 由于 (A − E)(A + 4E) = −2E, 因此 (A − E)−1 = −1
2

(A + 4E).

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶B 逆矩阵的定义和形式
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 60 / 100



方阵的多项式 非考试内容

设 f(x) 是一多项式, f(A) = O, 我们想求 (A − aE)−1. 由带余除法可以找到多项式
h(x) 和常数 r = f(a), 使得

f(x) = (x − a)h(x) + r,

因此
f(A) − f(a)E = (A − aE)h(A).

从而当 f(a) 6= 0 时, (A − aE)−1 = − 1
f(a)

h(A). 当 f(a) = 0 时, A − aE 未必可逆.

对于和 f(x) 没有公因子的多项式 g(x), 也总可以通过辗转相除找到多项式
α(x), β(x) 使得

α(x)f(x) + β(x)g(x) = 1.

从而 g(A)−1 = β(A).

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶B 逆矩阵的定义和形式
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 61 / 100



逆矩阵的性质

逆矩阵满足如下性质:

(1) 设 A 可逆, λ 6= 0.
• |A−1| = |A|−1;
• A−1 可逆, 且 (A−1)−1 = A;
• λA 可逆, 且 (λA)−1 = 1

λ
A−1;

• AT 可逆, 且 (AT)−1 = (A−1)T;
• A∗ 可逆, 且 (A∗)−1 = (A−1)∗ = 1

|A|
A.

由于 AA∗ = |A|E, 因此 A∗ = |A|A−1. 于是

(A−1)∗ = |A−1|(A−1)−1 = 1
|A|

A, (A∗)−1 = (|A|A−1)−1 = 1
|A|

A.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶C 逆矩阵的性质
⊞□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□⊞□ 62 / 100



伴随矩阵和逆矩阵

(2) 若 A, B 为同阶可逆矩阵, 则 AB 也可逆, 且

(AB)−1 = B−1A−1.

一般地
(A1A2 · · · An)−1 = A−1

n · · · A−1
2 A−1

1 .

注意矩阵不能相除 A

B
, 因为一般 B−1A 6= AB−1.

一般地, (A + B)−1 6= A−1 + B−1. 例如 A =
(

1 0
0 −1

)
, B =

(
1 0
0 1

)
均可逆, 但

A + B =
(

2 0
0 0

)
不可逆.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶C 逆矩阵的性质
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例: 逆矩阵的性质

例. 多选题: 若 A, B, C 为同阶方阵, 且 A 可逆, 则( AC ).

若 AB = AC, 则 B = C(A) 若 AB = CB, 则 A = C(B)
若 AB = O, 则 B = O(C) 若 BC = O, 则 B = O(D)

练习.

(1) 设 A =

4 1 3
4 a 7
3 −1 4

, 且存在矩阵 B 6= C 使得 AB = AC, 则 a = −3 .

(2) 若 A 为 n 阶方阵, 则下面命题正确的有 1 个.

A−1 = 1
|A|

A∗;(i) A∗ = |A|A−1;(ii) |A∗| = |A|n−1.(iii)

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶C 逆矩阵的性质
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例: 逆矩阵的性质

例. 设 A 是 n 阶方阵, 若( D ), 则 A − E 可逆.

A 可逆(A) |A| = 0(B)
A 的主对角线元素均为 0(C) 存在某个正整数 m 使得 Am = O(D)

练习.
(1) 设 3 阶方阵 A 满足 A3 − 2A + E = O, 且 |A| = 2, 则 |(A2 − 2E)−1| = −2 .
(2) 设 n 阶方阵 A, B, C 满足 ABC = E, 则( D ).

ACB = E(A) CBA = E(B) BAC = E(C) CAB = E(D)

想一想 B−1 =?

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶C 逆矩阵的性质
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例: 逆矩阵的性质

例. 设 A 是 3 阶方阵, |A| = 1
2

. 求
∣∣(2A)−1 − (2A)∗∣∣.

解.
(2A)−1 − (2A)∗ = 1

2
A−1 − |2A| · (2A)−1 = 1

2
A−1 − 4 · 1

2
A−1 = −3

2
A−1

因此 ∣∣(2A)−1 − (2A)∗∣∣ =
∣∣∣−3

2
A−1

∣∣∣ =
(
−3

2

)3
· 2 = −27

4
.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶C 逆矩阵的性质
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例: 逆矩阵计算方阵的幂

例. 设 P =
(

1 2
1 4

)
, Λ =

(
1

2

)
, 求 (P ΛP −1)n.

解. |P | = 2, P −1 = 1
2

(
4 −2

−1 1

)
,

(P ΛP −1)n = P ΛP −1 · P ΛP −1 · · · P ΛP −1 = P ΛnP −1

= 1
2

(
1 2
1 4

)(
1

2n

)(
4 −2

−1 1

)
=
(

2 − 2n 2n − 1
2 − 2n+1 2n+1 − 1

)
.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶C 逆矩阵的性质
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例: 矩阵乘积的伴随

由此可知, 对于多项式 f(x), f(P AP −1) = P f(A)P −1.

练习. 设 A 是 3 阶方阵, 设 P 是可逆方阵使得 P −1AP =

1
2

3

, 那么

P −1A∗P = diag(6, 3, 2) .

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶C 逆矩阵的性质
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例: 矩阵乘积的伴随

例. 证明 (AB)∗ = B∗A∗.

证明. 若 A, B 均可逆, 则

(AB)∗ = |AB|(AB)−1 = |A| · |B|B−1A−1 = B∗A∗.

一般情形下, 设 f(x) 是(
(xE + A)(xE + B)

)∗ − (xE + B)∗(xE + A)∗

的 (i, j) 元. 注意到 |xE + A| 展开式包含 xn 项, 所以它是 x 的多项式. 因此最多只有 2n
个 x 使得 |(xE + A)(xE + B)| = 0. 对除此之外的无穷多 x, f(x) = 0. 而 f 均是 x 的多
项式, 这迫使 f ≡ 0, f(0) = 0. 故 (AB)∗ = B∗A∗.

伴随、逆、转置相互可交换, 且均满足此种性质.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶C 逆矩阵的性质
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逆矩阵的应用: 图像处理 非考试内容

左图是一张夏天的风景图, 我们希望把它修改成秋
天的景色. Photoshop 提供了将颜色重新搭配的通
道混合器. 用取色工具选取树叶、蓝天、地面的颜
色, 分别得到 RGB 值为

(59, 181, 19), (90, 185, 249), (210, 205, 186).

我们希望将树叶变成金黄色 RGB(234, 228, 70) 而保持蓝天和地面的颜色不变. 则我
们需要的矩阵 A 满足

A

 59 90 210
181 185 205
19 249 186

 =

234 90 210
228 185 205
70 249 186

 .

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶D 逆矩阵的应用
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逆矩阵的应用: 图像处理 非考试内容

解得

A =

234 90 210
228 185 205
70 249 186


 59 90 210

181 185 205
19 249 186


−1

≈

 0.43 1.23 −0.70
−0.15 1.33 −0.19
−0.17 0.36 0.79

 .

分别在通道混合器的红绿蓝通道输入上面三行即可.

=⇒

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 2 逆矩阵 ▶D 逆矩阵的应用
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第三节 矩阵的初等变换
初等矩阵

矩阵等价

初等变换解矩阵方程



初等行变换解线性方程组

我们曾利用如下三种初等变换来帮助计算行列式:

初等变换.
(1) 互换两行 (列): ri ↔ rj, ci ↔ cj, 行列式变号;
(2) 一行 (列) 乘非零常数 k: kri, kci, 行列式变为 k 倍;
(3) j 行 (列) 乘 k 加到 i 行 (列): ri + krj, ci + kcj, 行列式不变.

实际上我们也可以对矩阵实施初等变换, 而且这三类变换过程都是可逆的, 且其逆变
换是同一类变换. 以行变换为例:
(1) ri ↔ rj 的逆是 ri ↔ rj ;

(2) kri 的逆是 1
k

ri;
(3) ri + krj 的逆是 ri − krj .
我们使用矩阵来表示上述变换.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□ 72 / 100



第一类初等矩阵

单位阵 E 经过一次初等变换得到的方阵称为初等矩阵.
(1) ri ↔ rj 和 ci ↔ cj 都对应初等矩阵

E(i, j) =



1
. . .

1
0 · · · 1 ← 第 i 行
...

1
. . .

1

...

1 · · · 0 ← 第 j 行
1

. . .
1


线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
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第二类初等矩阵

(2) kri, kci 都对应初等矩阵

E(i(k)) =



1
. . .

1
k ← 第 i 行

1
. . .

1
↑

第 i 列



线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
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第三类初等矩阵

(3) ri + krj , cj + kci 都对应初等矩阵

E(i, j(k)) =



1
. . .

1 k ← 第 i 行
. . .

1 ← 第 j 行
. . .

1
↑

第 i 列
↑

第 j 列



需要注意的是 ci + kcj 对应的初等矩阵不是 E(i, j(k)) 而是 E(j, i(k)).

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
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初等矩阵左乘矩阵

我们来看

E(1, 3)A =

0 0 1
0 1 0
1 0 0


1 2 3 4

5 6 7 8
9 10 11 12

 =

9 10 11 12
5 6 7 8
1 2 3 4

 .

E(2(k))A =

1 0 0
0 k 0
0 0 1


1 2 3 4

5 6 7 8
9 10 11 12

 =

 1 2 3 4
5k 6k 7k 8k
9 10 11 12

 .

E(i(k)) 左乘在矩阵 A 上, 即对 A 实施 kri.

E(3, 1(k))A =

1 0 0
0 1 0
k 0 1


1 2 3 4

5 6 7 8
9 10 11 12

 =

 1 2 3 4
5 6 7 8

9 + k 10 + 2k 11 + 3k 12 + 4k

 .

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
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初等矩阵与初等变换

因此初等矩阵左乘矩阵 A 等同于对 A 实施对应的初等行变换.

同理, 初等矩阵右乘矩阵 A 等同于对 A 实施对应的初等列变换.

定理. 设 A ∈ Mm×n.
(1) 对 A 实施一次初等行变换, 相当于在A 的左边乘对应的 m 阶初等矩阵.
(2) 对 A 实施一次初等列变换, 相当于在A 的右边乘对应的 n 阶初等矩阵.
对应的初等矩阵就是对单位阵 E 实施相应的初等变换得到的矩阵.

即左行右列.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
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例: 初等矩阵与初等变换

例. 设 A 为 3 阶可逆方阵, 将 A 的第 1 列与第 2 列交换得 B, 再把 B 的第 2 列加到第
3 列得到 C．求 Q = A−1C.

解. B = A

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , C = B

1 0 0
0 1 1
0 0 1

 = AQ. 因此

Q =

0 1 0
1 0 0
0 0 1


1 0 0

0 1 1
0 0 1

 =

0 1 1
1 0 0
0 0 1

 .

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
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例: 初等矩阵与初等变换

练习. 设 A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 , B =

 a11 a13 a12
a21 a23 a22

a31 + 2a11 a33 + 2a13 a32 + 2a12

,

P1 =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 , P2 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , P3 =

1 0 0
0 1 0
2 0 1

. 则 B =( C ).

P3AP2(A) P2AP3(B) P3AP1(C) P1P2A(D)

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
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例: 初等矩阵的逆

由于初等变换都是可逆, 因此初等矩阵也都是可逆的:

(1) E(i, j)E(i, j) = E =⇒ E(i, j)−1 = E(i, j);
(2) E

(
i(k)

)
E
(
i( 1

k )
)

= E =⇒ E
(
i(k)

)−1 = E
(
i( 1

k )
)
;

(3) E
(
i, j(k)

)
E
(
i, j(−k)

)
= E =⇒ E

(
i, j(k)

)−1 = E
(
i, j(−k)

)
.

例. 将可逆方阵 A 的第 1 行的 2 倍加到第 2 行得到 B, 则对 A−1 实施初等变换( D )可
得到 B−1.

r2 + 2r1(A) r2 − 2r1(B) c1 + 2c2(C) c1 − 2c2(D)

练习. 设 A 是 n 阶可逆矩阵, 将 A 的第 i 行与第 j 行对换后得到的矩阵记为 B, 则
AB−1 = E(i, j) .

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
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例: 初等矩阵

例. 设 P1 =


0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 , P2 =


1
0 1
0 0 1
a 0 0 1

 , P3 =


1

k
1

1

 , k 6= 0, 求 P1P2P3 及

逆.

解.

P1
c1 + ac4∼ P1P2 =


0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
a 0 0 1

 kc2∼ P1P2P3 =


0 0 1 0
0 k 0 0
1 0 0 0
a 0 0 1

 ,

P −1
1 = P1

r4 − ar1∼ (P1P2)−1 =


0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 −a 1


1
k

r2
∼(P1P2P3)−1 =


0 0 1 0
0 1/k 0 0
1 0 0 0
0 0 −a 1

 .

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
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例: 初等变换

练习. 设

A =


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

 , B =


a14 a13 a12 a11
a24 a23 a22 a21
a34 a33 a32 a31
a44 a43 a42 a41

 ,

P1 =


0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

 , P2 =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .

若 A 可逆, 则 B−1 =( C ).

A−1P1P2(A) P1A−1P2(B) P1P2A−1(C) P2A−1P1(D)

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□ 82 / 100



例: 初等变换

练习. 设 A 是 3 阶方阵, 存在可逆阵 P = (α1, α2, α3) 使得 P −1AP =

1
2

3

. 若

Q = (α1, α3, α2), 则 Q−1AQ = diag(1, 3, 2) .

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶A 初等矩阵
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矩阵化为行阶梯形

由于初等矩阵 P 是可逆的, 因此方程 Ax = b ⇐⇒ 方程 P Ax = P b. 我们希望初
等行变换能够将这个方程形式变得简单, 因此我们来看初等行变换能够将矩阵化简成何
种形式.1 3 −2 4

3 6 −2 11
2 1 1 3

 r2 − 3r1∼
r3 − 2r1

1 3 −2 4
0 −3 4 −1
0 −5 5 −5

 −1
5

r3
∼

1 3 −2 4
0 −3 4 −1
0 1 −1 1



r2 ↔ r3∼

1 3 −2 4
0 1 −1 1
0 −3 4 −1

 r3 + 3r2∼

1 3 −2 4
0 1 −1 1
0 0 1 2


经过若干次初等行变换, 矩阵变为行阶梯形矩阵.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶B 矩阵等价
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行阶梯形矩阵

定义. 满足下述条件的矩阵称为行阶梯形矩阵:
(1) 每个非零行的第一个非零元只出现在上一行第一个非零元的右边;
(2) 零行只可能出现在最下方.

换言之, 楼梯每行需要拐弯一次, 拐弯处非零, 楼梯左下全零.

1 3 −2 4
0 1 −1 1
0 0 1 2




0 3 0 0 −1
0 0 1 0 2
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0




2 3 4 −1
1 0 1 2
0 0 2 1
0 0 3 −1

×

任何矩阵都可通过初等行变换化为行阶梯形.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶B 矩阵等价
⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□ 85 / 100



行最简形矩阵1 3 −2 4
0 1 −1 1
0 0 1 2

 r2 + r3∼
r1 + 2r3

1 3 0 8
0 1 0 3
0 0 1 2

 r1 − 3r2∼

1 0 0 −1
0 1 0 3
0 0 1 2


再经过若干次初等变换, 矩阵变为行最简形矩阵.

定义. 满足下述条件的行阶梯形矩阵称为行最简形矩阵:
(1) 每个非零行的第一个非零元是 1;
(2) 每个非零行的第一个非零元所在列其它元素均为 0.

例如


0 1 0 2 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

. 任何矩阵都可通过初等行变换化为行最简形.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶B 矩阵等价
⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□ 86 / 100



例: 行最简形矩阵

例. 用初等行变换将 A =

 1 3 −9 3
0 1 −3 4

−2 −3 9 6

 化为行最简形矩阵.

解.  1 3 −9 3
0 1 −3 4

−2 −3 9 6

 r3 + 2r1∼

1 3 −9 3
0 1 −3 4
0 3 −9 12

 r3 − 3r2∼

1 3 −9 3
0 1 −3 4
0 0 0 0


r1 − 3r2∼

1 0 0 −9
0 1 −3 4
0 0 0 0

.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶B 矩阵等价
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方阵的行最简形

命题. n 阶方阵 A 可逆 ⇐⇒ 它的行最简形为 En.

注意到初等行变换不改变行列式的非零性. 若 A 可逆, 则它的行最简形 B 不能有零
行, 从而 B 有 n 个非零行. 而每个非零行的首个非零元所在列数递增, 因此第 i 行的首
个非零元一定在第 i 列, 从而 B = E.

由此可知, 存在一系列初等矩阵 P1, . . . , Pk 使得 P1 · · · PkA = E. 从而
A = P −1

k · · · P −1
1 , 可逆方阵可以写成有限个初等矩阵的乘积.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶B 矩阵等价
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矩阵等价的定义

定义.
(1) 若 A 经过有限次初等行变换变为 B, 则称 A 和 B 行等价, 记作A

r∼ B.
(2) 若 A 经过有限次初等列变换变为 B, 则称 A 和 B 列等价, 记作A

c∼ B.
(3) 若 A 经过有限次初等行变换和初等列变换变为 B, 则称 A 和 B 等价, 记作A ∼ B.

由于可逆方阵可以写成有限个初等矩阵的乘积, 因此:

定理.
(1) A

r∼ B 当且仅当存在可逆矩阵 P 使得 B = P A.
(2) A

c∼ B 当且仅当存在可逆矩阵 Q 使得 B = AQ.
(3) A ∼ B 当且仅当存在可逆矩阵 P , Q 使得 B = P AQ.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶B 矩阵等价
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矩阵等价的性质

由此可知

命题. 矩阵的行等价、列等价、等价均满足
(1) 自反性: A ∼ A;
(2) 对称性: A ∼ B =⇒ B ∼ A;
(3) 传递性: A ∼ B, B ∼ C =⇒ A ∼ C.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶B 矩阵等价
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矩阵的标准型

任一矩阵通过有限次初等行变换变为行最简形后, 可通过初等列变换将其变为标准
型

(
Er O
O O

)
. 例如:

1 0 0 −9
0 1 −3 4
0 0 0 0

 c4 + 9c1∼

1 0 0 0
0 1 −3 4
0 0 0 0

 c3 + 3c2∼
c4 − 4c2

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 .

矩阵的等价也叫做相抵, 上述标准型也叫作相抵标准型. 我们会看到不同的 r 对应的
相抵标准型不等价. 所以相抵标准型相当于在每一个等价类中找到了一个具有代表性的
矩阵.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶B 矩阵等价
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例: 矩阵等价

命题. n 阶方阵 A 可逆当且仅当它的标准型为 En.

练习. 设 n 阶方阵 A, B 满足 AB = E, 则以下说法正确的有 4 个.

A 等价于 E;(i) A 等价于 B;(ii)
A 可经过有限次初等行变换化为 B;(iii) AB = BA.(iv)

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶B 矩阵等价
⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□ 92 / 100



矩阵的变换关系

任意矩阵 行阶梯形矩阵 行最简形矩阵

标准型矩阵

有限次

初等行变换

有限次

初等行变换 有
限
次
初
等
列
变
换

有限次初等变换

可逆方阵 可逆上三角阵 En

En

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶B 矩阵等价
⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□ 93 / 100



例: 初等变换

例. 将矩阵 A =

1 0 0
2 0 −1
0 −1 0

 表示成有限个初等阵的乘积.

解.

A
r2 ↔ r3∼

1 0 0
0 −1 0
2 0 −1

 r3 − 2r1∼

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 −r2∼
−r3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

因此

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 1 0 0
0 1 0

−2 0 1

1 0 0
0 0 1
0 1 0

A = E,

A =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

1 0 0
0 1 0
2 0 1

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶B 矩阵等价
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初等变换解矩阵方程

若 A 可逆, 则 AX = B ⇐⇒ X = A−1B. 若 (A, B) r∼ (E, X), 则存在可逆矩阵
P 使得 P (A, B) = (E, X). 即 P = A−1, X = A−1B. 所以

AX = B ⇐⇒ X = A−1B ⇐⇒ (A, B) r∼ (E, X).

同理
XA = C ⇐⇒ X = CA−1 ⇐⇒

(
A
C

)
c∼
(

E
X

)
.

所以我们可使用初等变换解该类型矩阵方程.
特别地, (A, E) r∼ (E, A−1) 可计算矩阵的逆, (A, b) r∼ (E, A−1b) 可解方程 Ax = b.

例. 求 A =

1 1 2
1 2 3
2 1 4

 的逆.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶C 初等变换解矩阵方程
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例: 初等变换解矩阵方程

解.

(A, E) =

1 1 2 1 0 0
1 2 3 0 1 0
2 1 4 0 0 1

 r2 − r1∼
r3 − 2r1

1 1 2 1 0 0
0 1 1 −1 1 0
0 −1 0 −2 0 1


r3 + r2∼

1 1 2 1 0 0
0 1 1 −1 1 0
0 0 1 −3 1 1

 r1 − 2r3∼
r2 − r3

1 1 0 7 −2 −2
0 1 0 2 0 −1
0 0 1 −3 1 1


r1 − r2∼

1 0 0 5 −2 −1
0 1 0 2 0 −1
0 0 1 −3 1 1

.

故 A−1 =

 5 −2 −1
2 0 −1

−3 1 1

.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶C 初等变换解矩阵方程
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例: 初等变换解矩阵方程

例. 若 A =

2 2 0
2 1 3
0 1 0

 , AX = A + X, 求 X.

解. 由题设知 (A − E)X = A, X = (A − E)−1A.

(A − E, A) =

1 2 0 2 2 0
2 0 3 2 1 3
0 1 −1 0 1 0

 r2 − 2r1∼
r2 ↔ r3

1 2 0 2 2 0
0 1 −1 0 1 0
0 −4 3 −2 −3 3



线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶C 初等变换解矩阵方程
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例: 初等变换解矩阵方程

续解.

(A − E, A) r∼

1 2 0 2 2 0
0 1 −1 0 1 0
0 −4 3 −2 −3 3

 r3 + 4r2∼
−r3

1 2 0 2 2 0
0 1 −1 0 1 0
0 0 1 2 −1 −3



r2 + r3∼

1 2 0 2 2 0
0 1 0 2 0 −3
0 0 1 2 −1 −3

 r1 − 2r2∼

1 0 0 −2 2 6
0 1 0 2 0 −3
0 0 1 2 −1 −3

.

故 X =

−2 2 6
2 0 −3
2 −1 −3

.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶C 初等变换解矩阵方程
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例: 解矩阵方程

例. 解矩阵方程 A∗X = 2E + 2X, 其中 A =

 1 1 −1
−1 1 1
1 −1 1

.

解. 注意到 |A| = 4. 两边同时左乘 A 得到 4X = 2A + 2AX, (2E − A)X = A.

(2E − A, A) =

 1 −1 1 1 1 −1
1 1 −1 −1 1 1

−1 1 1 1 −1 1

 r∼

1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0

.

故 X =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶C 初等变换解矩阵方程
⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□ 99 / 100



例: 解矩阵方程

练习. 解矩阵方程 A∗XA = 2XA − 8E, 其中 A =

1 2 −2
0 −2 4
0 0 1

.

答案. 两边同时左乘 A 右乘 A−1 得到 −2X = 2AX − 8E, (A + E)X = 4E,

(A + E, 4E) =

2 2 −2 4 0 0
0 −1 4 0 4 0
0 0 2 0 0 4

 r∼

1 0 0 2 4 −6
0 1 0 0 −4 8
0 0 1 0 0 2

.

线性代数 ▶第二章 矩阵 ▶ 3 矩阵的初等变换 ▶C 初等变换解矩阵方程
⊞□□□□□□□□□□□⊞□□□□□□□□□□⊞□□□□□ 100 / 100
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