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第一节 复习课
复数的运算

解析理论

积分理论

级数理论

积分变换

在积分和级数中的应用



复数代数运算

• 复数的四则运算, 求实部 Re z, 虚部 Im z, 模 |z|.
• 复数的辐角主值 arg z:

(1) 当 z 在一四象限时, 辐角主值为 arctan y
x

;

(2) 当 z 在第二象限时, 辐角主值为 arctan y
x

+ π;

(3) 当 z 在第三象限时, 辐角主值为 arctan y
x

− π.

• 复数的辐角 Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z.
• 共轭复数和模的有关等式和不等式.
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复数的三角/指数形式

• 复数的三角/指数形式主要是要求它的模和辐角.
• 复数的乘法, 除法, 乘幂的计算.
• 以下等式成立 (Arg 可以换成 Ln)

Arg(z1z2) = Arg z1 + Arg z2, Arg
(z1
z2

)
= Arg z1 − Arg z2,

Arg n
√
z = 1

n
Arg z, Arg 1

z
= Arg z = − Arg z.

• 以下等式未必成立
Arg zn = nArg z.

上述等式中 Arg z 换成 arg 或 ln 都不成立.
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平面图形与区域

• 圆 |z − z0| = r 或 z = z0 + reiθ, θ ∈ [0, 2π].
• 椭圆 |z − z1| + |z − z2| = 2a > |z1 − z2|.
• 双曲线 ∣∣|z − z1| − |z − z2|

∣∣ = 2a < |z1 − z2|.
• 直线 ax+ by + c = 0 或 z = z0 + z1t, t ∈ R.
• 射线 arg z = θ.
• 区域是连通的开集, 闭区域是区域和它的边界.
• 有界/无界, 单连通/多连通的判断.
• 注意复平面去掉负实轴和零是单连通的.
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复变函数

• 集合在映照下的像.
• 数列的极限: 实部虚部数列都收敛. 若 |z| → 0 则 z → 0.

• 函数的极限: 会证明特定函数极限不存在, 例如 f(z) = Re z
|z|

, z → 0.

• 会计算函数的导数.
• 可导蕴含连续.
• 可导与解析的差别: 解析要求在一个邻域内都可导.
• 开集内处处可导和解析等价.
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解析函数的判定: C-R 方程

• f(z) = u+ iv 在 z0 可导等价于 u, v 均可微且满足 C-R 方程:

ux = vy, uy = −vx.

• f ′(z) = ux + ivx.
• 会计算函数的可导点和解析区域.

练习. 求 f(z) = 3x2 − y2 + 2xyi 的可导点和解析点.

答案. 可导点为 Re z = 0, 没有解析点.
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初等函数

• 指数函数 exp z = ex(cos y + i sin y).
• 指数函数的周期性, 解析性: 处处解析, 导数 (exp z)′ = exp z.
• 对数函数 Ln z = ln|z| + i Arg z 和主值 ln z = ln|z| + i arg z 的计算.

• 主值的解析性: 去掉负实轴和 0 后解析, 导数 (ln z)′ = 1
z

.

• 幂函数 za = exp(aLn z) 的计算, 主值 exp(a ln z) 的计算.
• 主值的解析性: 去掉负实轴和 0 后解析, 导数 (za)′ = aza−1.
• 三角函数的定义

cos z = eiz + e−iz

2
, sin z = eiz − e−iz

2i
.

• eiz = cos z + i sin z.
• 无界性, 处处解析, 其它性质和实情形类似.
• 反三角函数的计算: 化成指数函数和对数函数来计算.
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复变函数积分的计算

• 若 f(z) 有原函数 (例如在单连通区域 D 内解析),∫ z2

z1

f(z) dz = F (z2) − F (z1), F (z) =
∫
f(z) dz.

• 若 f(z) 在闭路 C 内只有奇点 z1, . . . , zn, 则∮
C
f(z) dz = 2πi

n∑
k=1

Res[f(z), zk].

若 C 是圆周, f(z) 中的 z, |z| 可以换成 z 的形式用此法计算.
• 一般情形: 曲线 C : z = z(t), a ⩽ t ⩽ b, 则∫

C
f(z) dz =

∫ b

a
f

[
z(t)

]
z′(t) dt.

• 会求原函数: 分部积分, 凑微分等.

练习. 三类积分题, 自己多翻书.
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复变函数积分的解析理论

• 柯西古萨定理: 若 f(z) 在闭路 C 及其内部解析, 则
∮

C
f(z) dz = 0.

• 复合闭路定理: 若 f(z) 在复合闭路 C = C0 + C−
1 + · · · + C−

n 及其
围成的多连通区域内解析, 则

∮
C
f(z) dz = 0, 即

∮
C
f(z) dz =

∮
C1

f(z) dz + · · · +
∮

Cn

f(z) dz.

• 柯西积分公式: 若 f(z) 在闭路 C 及其内部解析, z0 ∈ D, 则

f(z0) = 1
2πi

∮
C

f(z)
z − z0

dz,

f (n)(z0) = n!
2πi

∮
C

f(z)
(z − z0)n+1 dz.

从 z0 是 (至多) n+ 1 阶极点看出.
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奇点的判断

• 可去奇点: 从 lim
z→z0

f(z) 存在或 lim
z→z0

(z − z0)f(z) = 0 得到.

• 本性奇点: 从洛朗展开的形式得到, 主要部分有无穷多项.
• 极点 (包括可去奇点): 从分子分母零点的阶得到, 例如 0 是

(sin z)3(ez − 1)4

z9 的 2 阶极点, 0 是 (sin z)3(ez − 1)4

z5 的可去奇点.
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留数的计算

• 可去奇点处留数为 0, 本性奇点留数按照定义计算: c−1.
• (至多) n 阶极点

Res[f(z), z0] = 1
(n− 1)!

lim
z→z0

[
(z − z0)nf(z)

](n−1)
,

Res[f(z), z0] = lim
z→z0

(z − z0)f(z), 若 n = 1.

• 设 z0 是 P 的解析点, 是 Q 的一阶零点, 则

Res
[
P

Q
, z0

]
= P (z0)
Q′(z0)

.

常用于 1
zn + 1

, tan z, th z 等情形.
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调和函数

• 定义: 二阶连续可导, ∆u = uxx + uyy = 0.
• 解析函数的实部和虚部都是调和函数, 解析函数任意阶可导, 调和函
数任意阶可微可导.

• 单连通区域内调和函数是解析函数的实部或虚部.
• 求共轭调和函数:

(1) 偏积分法: 通过 vy = ux 解得 v = φ(x, y) +ψ(x), 其中 ψ(x) 待
定. 再代入 uy = −vx 中解出 ψ(x).

(2) 不定积分法: 对 f ′(z) = ux − iuy = vy + ivx 求不定积分得到
f(z).

练习. 证明 u(x, y) = x3 − 6x2y− 3xy2 + 2y3 是调和函数并求它的共轭调
和函数.

答案. v(x, y) = 2x3 + 3x2y − 6xy2 − y3 + C.
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级数

• 级数收敛 ⇐⇒ 实部和虚部级数都收敛.
• 级数绝对收敛 ⇐⇒ 实部和虚部级数都绝对收敛.
• 幂级数的收敛区域是一个圆域, 半径 R = 1

r
, 其中

(1) 比值法: r = lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1
cn

∣∣∣∣;
(2) 根式法: r = lim

n→∞
n

√
|cn|.

• 在收敛圆周上可能收敛可能发散.
• 幂级数有理运算, 逐项求导, 逐项积分性质; 等比级数的展开.
• 上述技巧在函数的幂级数/洛朗级数展开中的运用.
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级数

• 幂级数的收敛域是圆域, 双边幂级数的收敛域是圆环域.
• 泰勒展开与洛朗展开的成立范围的判定: 看奇点位置.
• 有理函数的洛朗展开: 注意怎么选公比.

练习. 求 f(z) = 1
z2(z + 1)

在以 0 为圆心的不同圆环域的洛朗展开.
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傅里叶变换

• 傅里叶变换:

f(t) = 1
2π

∫+∞

−∞
F (ω)eiωt dω, F (ω) =

∫+∞

−∞
f(t)e−iωt dt.

• 傅里叶变换的性质: 重点是位移性质和微分性质

F [f(t− t0)] = e−iωt0F (ω), F −1[F (ω − ω0)] = eiω0tf(t),

F [f ′(t)] = iωF (ω), F −1[F ′(ω)] = −itf(t).
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傅里叶变换

• F [δ(t)] = 1,F [δ(t− t0)] = e−iωt0 ,
• F [1] = 2πδ(ω),F [eiω0t] = 2πδ(ω − ω0).
• F [sinω0t] = iπ

[
δ(ω + ω0) − δ(ω − ω0)

]
,

• F [cosω0t] = π
[
δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)

]
.

• F [u(t)] = 1
iω

+ πδ(ω),

• F [u(t)e−βt] = 1
β + iω

,

• F [e−βt2 ] =
√
π

β
e−ω2/(4β)
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拉普拉斯变换

• 拉普拉斯变换:

F (s) = L [f(t)] =
∫+∞

0
f(t)e−st dt.

• 拉普拉斯变换的性质: 重点是位移性质和微分性质

L [eatf(t)] = F (s− a),

L [f ′(t)] = sF (s) − f(0),

L [f ′′(t)] = s2F (s) − sf(0) − f ′(0),

其它性质可由此类推.
• L [eat] = 1

s− a
,L [1] = 1

s
, L [t] = 1

s2 .

• L [sin kt] = k

s2 + k2 ,L [cos kt] = s

s2 + k2 .
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拉普拉斯变换

解微分方程: 两边同时做 L , 利用微分性质求得 X = L [x], 然后利
用常见函数的拉普拉斯变换反解得到 x(t).

练习. 解方程
{
x′′(t) + 4x(t) = 3 cos t,
x(0) = x′(0) = 0.
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有理函数及带三角函数的积分

这些公式均不要求背诵.
三角函数的有理函数在 0 到 2π 的积分: 若 R 是有理函数, 则由
z = eiθ 可得:

∫2π

0
R(cos θ, sin θ) dθ =

∮
|z|=1

R
(z2 + 1

2z
,
z2 − 1

2iz

) 1
iz

dz.

有理函数及带三角函数的广义积分: 若 f(x) 是有理函数, 分母比分子
至少高 2 次, 且分母没有实根, 则

∫+∞

−∞
f(x) dx = 2πi

∑
Im a>0

Res[R(z), a],

∫+∞

−∞
f(x)eiλx dx = 2πi

∑
Im a>0

Res[f(z)eiλz, a],

实部和虚部分别是 f(x) cosλx 和 f(x) cosλx 的积分.
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含幂函数或对数函数的积分

含幂函数的积分: 设实数 p 不是整数, f(x) 是一个有理函数, 分母没有
正实根, 且满足

lim
x→0

xp+1f(x) = 0, lim
x→∞

xp+1f(x) = 0,

则 ∫+∞

0
f(x)xp dx = − π

sin pπ
∑

a

Res
[
ep ln(−z)f(z), a

]
,

其中 a 取遍 f(z) 的非零奇点.

含对数函数的积分: 设 f(x) 是一个有理函数, 分母没有正实根, 且分母
至少比分子高 2 次, 则

∫+∞

0
f(x) ln x dx = −1

2
∑

a

Res
[
ln2(−z)f(z), a

]
,

其中 a 取遍 f(z) 的奇点.
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乘积定理

若 F [f(t)] = F (ω),F [g(t)] = G(ω), 则
∫+∞

−∞
f(t)g(t) dt = 1

2π

∫+∞

−∞
F (ω)G(ω) dω.

特别地, ∫+∞

−∞
|f(t)|2 dt = 1

2π

∫+∞

−∞
|F (ω)|2 dω.
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卷积

定义
(f1 ∗ f2)(t) =

∫+∞

−∞
f1(τ)f2(t− τ) dτ.

卷积定理:

F [f1 ∗ f2] = F1 · F2, F −1[F1 ∗ F2] = 1
2π
f1 · f2.

可用于计算积分
∫+∞

−∞
F (ω)G(ω) dω = 2π(f ∗ g)(0).
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计算级数和的方法

帕赛瓦尔等式: 若 f(t) =
+∞∑

n=−∞
cneiωnt, 则 1

T

∫ T
2

− T
2

f(t) dt =
+∞∑

n=−∞
|cn|2.

泊松求和公式: 若 F [f ] = F , 则
+∞∑

n=−∞
f(n) =

+∞∑
n=−∞

F (2πn), 间断点处
需修改为左右极限平均值.

柯西公式: 设函数 f(z) 只有有限多个奇点, 其中不是整数的奇点为
a1, · · · , ak, 且满足 lim

z→∞
zf(z) = 0, 则

+∞∑
n=−∞

Res
[
f(z) cot(πz), n

]
= −

k∑
j=1

Res
[
f(z) cot(πz), aj

]
.

可用于计算 1
n2 + a2 等有理函数级数.
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