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第一节 复数项级数
复数项级数及其敛散性

判别法



复数项级数

复数域上的级数与实数域上的级数并无本质差别.

定义.

(1) 设 {zn}n⩾1 是复数列. 表达式
∞∑

n=1
zn 称为复数项无穷级数.

(2) 称 sn := z1 + z2 + · · · + zn 为该级数的部分和.

(3) 若部分和数列 {sn}n⩾1 极限存在, 则称
∞∑

n=1
zn 收敛, 并记

∞∑
n=1

zn = lim
n→∞

sn 为它的和. 否则称该级数发散.

若
∞∑

n=1
zn = A 收敛, 则 zn = sn − sn−1 → A − A = 0. 因此 zn → 0

是
∞∑

n=1
zn 收敛的必要条件.
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复数项级数敛散性的判定

定理.
∞∑

n=1
zn = a + bi 当且仅当

∞∑
n=1

xn = a,
∞∑

n=1
yn = b.

证明. 设部分和

σn = x1 + x2 + · · · + xn, τn = y1 + y2 + · · · + yn.

则
sn = z1 + z2 + · · · + zn = σn + iτn.

由复数列的敛散性判定条件可知

lim
n→∞

sn = a + bi ⇐⇒ lim
n→∞

σn = a, lim
n→∞

τn = b.

于是命题得证.
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复数项级数敛散性的判定

定理. 若实数项级数
∞∑

n=1
|zn|收敛,则

∞∑
n=1

zn也收敛,且
∣∣∣∣ ∞∑
n=1

zn

∣∣∣∣ ⩽ ∞∑
n=1

|zn|.

证明. 因为 |xn|, |yn| ⩽ |zn|,由比较判别法可知实数项级数
∞∑

n=1
xn,

∞∑
n=1

yn

绝对收敛, 从而收敛.

故
∞∑

n=1
zn 也收敛.

由三角不等式可知

∣∣∣∣ n∑
k=1

zk

∣∣∣∣ ⩽ n∑
k=1

|zk|. 两边同时取极限即得级数的不等

式关系∣∣∣∣ ∞∑
n=1

zn

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ lim
n→∞

n∑
k=1

zk

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ n∑
k=1

zk

∣∣∣∣ ⩽ lim
n→∞

n∑
k=1

|zk| =
∞∑

n=1
|zn|,

其中第二个等式是因为绝对值函数 |z| 连续.
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绝对收敛和条件收敛

定义. 若级数
∞∑

n=1
|zn| 收敛, 则称

∞∑
n=1

zn 绝对收敛.

称收敛但不绝对收敛

的级数条件收敛.

绝对收敛的复级数各项可以任意重排次序而不改变其绝对收敛性,
且不改变其和. 一般的级数重排有限项不改变其敛散性与和, 但若重排
无限项则可能会改变其敛散性与和.

定理.
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n=1
zn 绝对收敛当且仅当它的实部和虚部级数都绝对收敛.

证明. 必要性由前一定理的证明已经知道,

充分性由 |zn| ⩽ |xn| + |yn| 加
上正项级数可重排得到.
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绝对收敛和条件收敛的判定

发散 条件收敛 绝对收敛
发散 发散 发散 发散
条件收敛 发散 条件收敛 条件收敛
绝对收敛 发散 条件收敛 绝对收敛

实部级数

虚
部
级
数

思考. 什么时候
∣∣∣∣ ∞∑
n=1

zn

∣∣∣∣ =
∞∑

n=1
|zn|?

当且仅当非零的 zn 的辐角全都相同

时成立.
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典型例题: 判断级数的敛散性

例. 级数
∞∑

n=1

1 + in

n
发散、条件收敛、还是绝对收敛?

解答. 由于实部级数
∞∑

n=1
xn = 1 + 1

3
+ 2

4
+ 1

5
+ 1

7
+ 2

8
+ · · · =

∞∑
n=1

1
n

发散, 所以该级数发散.

它的虚部级数是一个交错级数, 从而是条件收敛的.
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典型例题: 判断级数的敛散性

练习. 级数
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n=1

[(−1)n

n
+ i

2n

]
发散、条件收敛、还是绝对收敛?

答案. 实部级数条件收敛, 虚部级数绝对收敛, 所以该级数条件收敛.
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级数敛散性判别法

由正项级数的相应审敛法可以得到:

(1) 达朗贝尔判别法 (比值法): λ = lim
n→∞

∣∣∣zn+1
zn

∣∣∣ (假设存在);

(2) 柯西判别法 (根式法): λ = lim
n→∞

n

√
|zn| (假设存在);

(3) 柯西-阿达马判别法: λ = lim
n→∞

n

√
|zn| (子数列中极限的最大值).

• 当 λ < 1 时,
∞∑

n=0
zn 绝对收敛.

• 当 λ > 1 时,
∞∑

n=0
zn 发散.

• 当 λ = 1 时, 无法使用该方法判断敛散性.

其证明是通过将该级数与相应的等比级数做比较得到的.
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其证明是通过将该级数与相应的等比级数做比较得到的.
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典型例题: 判断级数的敛散性

例. 级数
∞∑

n=0

(8i)n

n!
发散、条件收敛、还是绝对收敛?

解答. 因为 lim
n→∞

∣∣∣zn+1
zn

∣∣∣ = lim
n→∞

8
n + 1

= 0, 所以该级数绝对收敛.

实际上, 它的实部和虚部级数分别为

1 − 82

2!
+ 84

4!
− · · · = cos 8, 8 − 83

3!
+ 85

5!
− · · · = sin 8,

因此
∞∑

n=0

(8i)n

n!
= cos 8 + i sin 8 = e8i.
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第二节 幂级数
幂级数及其收敛圆

收敛半径的计算

幂级数的运算性质



函数项级数与幂级数

复变函数级数与实变量函数级数也是类似的.

定义.

(1) 设 {fn(z)}n⩾1 是一个复变函数列, 其中每一项都在区域 D 上有定

义. 表达式
∞∑

n=1
fn(z) 称为复变函数项级数.

(2) 对于 z0 ∈ D, 若级数
∞∑

n=1
fn(z0) 收敛, 则称

∞∑
n=1

fn(z) 在 z0 处收敛,

相应级数的值称为它的和.

(3) 若
∞∑

n=1
fn(z) 在 D 上处处收敛, 则它的和是一个函数, 称为和函数.

(4) 称形如
∞∑

n=0
cn(z − a)n 的函数项级数为幂级数.
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阿贝尔定理

我们只需要考虑 a = 0 情形的幂级数, 因为二者的收敛范围与和函
数只是差一个平移.

阿贝尔定理.

(1) 若
∞∑

n=0
cnzn 在 z0 ̸= 0 处收敛, 那么对任意 |z| < |z0| 的 z, 该级数必

绝对收敛.

(2) 若
∞∑

n=0
cnzn 在 z0 ̸= 0 处发散, 那么对任意 |z| > |z0| 的 z, 该级数必

发散.
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阿贝尔定理

证明.

(1) 因为级数收敛, 所以 lim
n→∞

cnzn
0 = 0.

故存在 M 使得 |cnzn
0 | < M . 对

于 |z| < |z0|,

∞∑
n=0

|cnzn| =
∞∑

n=0
|cnzn

0 | ·
∣∣∣ z

z0

∣∣∣n

⩽ M
∞∑

n=0

∣∣∣ z

z0

∣∣∣n = M

1 −
∣∣∣ z

z0

∣∣∣ .

所以级数在 z 处绝对收敛.

(2) 是(1)的逆否命题.
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幂级数的收敛半径

设 R 是实幂级数
∞∑

n=0
|cn|xn 的收敛半径.

• 若 R = +∞, 由阿贝尔定理可知
∞∑

n=0
cnzn 处处绝对收敛.

• 若 0 < R < +∞, 那么
∞∑

n=0
cnzn 在 |z| < R 上绝对收敛, 在 |z| > R

上发散.
• 若 R = 0, 那么

∞∑
n=0

cnzn 仅在 z = 0 处收敛, 对任意 z ̸= 0 都发散.

我们称 R 为该幂级数的收敛半径.

R

绝对收敛 发散

都有可能
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例题: 收敛半径的计算

例. 求幂级数
∞∑

n=0
zn = 1 + z + z2 + · · · 的收敛半径与和函数.

解答. 若幂级数收敛, 则由 zn → 0 可知 |z| < 1.

当 |z| < 1 时, 和函数为

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

1 − zn+1

1 − z
= 1

1 − z
.

因此收敛半径为 1.
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收敛半径的计算

由正项级数的相应判别法容易得到公式 R =
1
r

, 其中

(1) 达朗贝尔公式 (比值法): r = lim
n→∞

∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣ (假设存在);

(2) 柯西公式 (根式法): r = lim
n→∞

n

√
|cn| (假设存在);

(3) 柯西-阿达马公式: r = lim
n→∞

n

√
|cn|.

若 r = 0 或 +∞, 则 R = +∞ 或 0.
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典型例题: 收敛半径的计算

例. 求幂级数
∞∑

n=1

(z − 1)n

n
的收敛半径, 并讨论 z = 0, 2 处的敛散性.

解答. 由
lim

n→∞

∣∣∣cn+1
cn

∣∣∣ = lim
n→∞

n

n + 1
= 1

可知收敛半径为 1.

当 z = 2 时,
∞∑

n=1

(z − 1)n

n
=

∞∑
n=1

1
n
发散.

当 z = 0 时,
∞∑

n=1

(z − 1)n

n
=

∞∑
n=1

(−1)n

n
收敛.
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典型例题: 收敛半径的计算

例. 求幂级数
∞∑

n=1

zn

n(n + 1)
的收敛半径, 并讨论收敛圆周上的情形.

解答. 由
lim

n→∞

∣∣∣cn+1
cn

∣∣∣ = lim
n→∞

n(n + 1)
(n + 1)(n + 2)

= 1

可知收敛半径为 1.

当 |z| = 1 时,
∞∑

n=1

∣∣∣∣ zn

n(n + 1)

∣∣∣∣ =
∞∑

n=1

1
n(n + 1)

= 1 收敛. 因此该幂级数

在收敛圆周上处处绝对收敛.

事实上, 收敛圆周上既可能处处收敛, 也可能处处发散, 也可能既有
收敛的点也有发散的点.
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典型例题: 收敛半径的计算

例. 求幂级数
∞∑

n=0
cos(in)zn 的收敛半径.

解答. 我们有 cn = cos(in) = en + e−n

2
.

由

lim
n→∞

∣∣∣cn+1
cn

∣∣∣ = lim
n→∞

en+1 + e−n−1

en + e−n
= e lim

n→∞
1 + e−2n−2

1 + e−2n
= e

可知收敛半径为 1/e.

练习. 幂级数
∞∑

n=0
(1 + i)nzn 的收敛半径为

√
2/2

.
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幂级数的有理运算

定理. 设幂级数

f(z) =
∞∑

n=0
anzn, |z| < R1, g(z) =

∞∑
n=0

bnzn, |z| < R2.

那么当 |z| < R = min{R1, R2} 时,

(f ± g)(z) =
∞∑

n=0
(an ± bn)zn, (fg)(z) =

∞∑
n=0

( n∑
k=0

akbn−k

)
zn.

当 f, g 的收敛半径相同时, f ± g 或 fg 的收敛半径可以比 f, g 的大.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 2 幂级数 ▶C 幂级数的运算性质
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□□□□ 20 / 81



幂级数的有理运算

定理. 设幂级数

f(z) =
∞∑

n=0
anzn, |z| < R1, g(z) =

∞∑
n=0

bnzn, |z| < R2.

那么当 |z| < R = min{R1, R2} 时,

(f ± g)(z) =
∞∑

n=0
(an ± bn)zn, (fg)(z) =

∞∑
n=0

( n∑
k=0

akbn−k

)
zn.

当 f, g 的收敛半径相同时, f ± g 或 fg 的收敛半径可以比 f, g 的大.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 2 幂级数 ▶C 幂级数的运算性质
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□□□□ 20 / 81



幂级数的有理运算

定理. 设幂级数

f(z) =
∞∑

n=0
anzn, |z| < R1, g(z) =

∞∑
n=0

bnzn, |z| < R2.

那么当 |z| < R = min{R1, R2} 时,

(f ± g)(z) =
∞∑

n=0
(an ± bn)zn, (fg)(z) =

∞∑
n=0

( n∑
k=0

akbn−k

)
zn.

当 f, g 的收敛半径相同时, f ± g 或 fg 的收敛半径可以比 f, g 的大.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 2 幂级数 ▶C 幂级数的运算性质
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□□□□ 20 / 81



幂级数的解析性质

定理. 设幂级数
∞∑

n=0
cnzn 的收敛半径为 R, 则在 |z| < R 上:

(1) 它的和函数 f(z) =
∞∑

n=0
cnzn 解析,

(2) f ′(z) =
∞∑

n=1
ncnzn−1,

(3)
∫ z

0
f(ζ) dζ =

∞∑
n=0

cn

n + 1
zn+1.

也就是说, 在收敛圆内, 幂级数的和函数解析, 且可以逐项求导, 逐
项积分.

由于和函数在 |z| > R 上没有定义, 因此和函数在 |z| = R 上不可能
解析.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 2 幂级数 ▶C 幂级数的运算性质
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□□□□ 21 / 81



幂级数的解析性质

定理. 设幂级数
∞∑

n=0
cnzn 的收敛半径为 R, 则在 |z| < R 上:

(1) 它的和函数 f(z) =
∞∑

n=0
cnzn 解析,

(2) f ′(z) =
∞∑

n=1
ncnzn−1,

(3)
∫ z

0
f(ζ) dζ =

∞∑
n=0

cn

n + 1
zn+1.

也就是说, 在收敛圆内, 幂级数的和函数解析, 且可以逐项求导, 逐
项积分.

由于和函数在 |z| > R 上没有定义, 因此和函数在 |z| = R 上不可能
解析.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 2 幂级数 ▶C 幂级数的运算性质
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□□□□ 21 / 81



幂级数的解析性质

定理. 设幂级数
∞∑

n=0
cnzn 的收敛半径为 R, 则在 |z| < R 上:

(1) 它的和函数 f(z) =
∞∑

n=0
cnzn 解析,

(2) f ′(z) =
∞∑

n=1
ncnzn−1,

(3)
∫ z

0
f(ζ) dζ =

∞∑
n=0

cn

n + 1
zn+1.

也就是说, 在收敛圆内, 幂级数的和函数解析, 且可以逐项求导, 逐
项积分.

由于和函数在 |z| > R 上没有定义, 因此和函数在 |z| = R 上不可能
解析.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 2 幂级数 ▶C 幂级数的运算性质
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□□□□ 21 / 81



幂级数的解析性质

定理. 设幂级数
∞∑

n=0
cnzn 的收敛半径为 R, 则在 |z| < R 上:

(1) 它的和函数 f(z) =
∞∑

n=0
cnzn 解析,

(2) f ′(z) =
∞∑

n=1
ncnzn−1,

(3)
∫ z

0
f(ζ) dζ =

∞∑
n=0

cn

n + 1
zn+1.

也就是说, 在收敛圆内, 幂级数的和函数解析, 且可以逐项求导, 逐
项积分.

由于和函数在 |z| > R 上没有定义, 因此和函数在 |z| = R 上不可能
解析.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 2 幂级数 ▶C 幂级数的运算性质
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□□□□ 21 / 81



幂级数的解析性质

定理. 设幂级数
∞∑

n=0
cnzn 的收敛半径为 R, 则在 |z| < R 上:

(1) 它的和函数 f(z) =
∞∑

n=0
cnzn 解析,

(2) f ′(z) =
∞∑

n=1
ncnzn−1,

(3)
∫ z

0
f(ζ) dζ =

∞∑
n=0

cn

n + 1
zn+1.

也就是说, 在收敛圆内, 幂级数的和函数解析, 且可以逐项求导, 逐
项积分.

由于和函数在 |z| > R 上没有定义, 因此和函数在 |z| = R 上不可能
解析.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 2 幂级数 ▶C 幂级数的运算性质
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□□□□ 21 / 81



幂级数的解析性质

定理. 设幂级数
∞∑

n=0
cnzn 的收敛半径为 R, 则在 |z| < R 上:

(1) 它的和函数 f(z) =
∞∑

n=0
cnzn 解析,

(2) f ′(z) =
∞∑

n=1
ncnzn−1,

(3)
∫ z

0
f(ζ) dζ =

∞∑
n=0

cn

n + 1
zn+1.

也就是说, 在收敛圆内, 幂级数的和函数解析, 且可以逐项求导, 逐
项积分.

由于和函数在 |z| > R 上没有定义, 因此和函数在 |z| = R 上不可能
解析.
复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 2 幂级数 ▶C 幂级数的运算性质
⊞□□□□⊞□□□⊞□□□□□□□ 21 / 81



例题: 幂级数展开

例. 把函数 1
z − b

表成形如
∞∑

n=0
cn(z − a)n 的幂级数, 其中 a ̸= b.

解答.
1

z − b
= 1

(z − a) − (b − a)

= 1
a − b

· 1

1 − z − a

b − a

.

当 |z − a|<|b − a| 时, 1
z − b

= 1
a − b

∞∑
n=0

(z − a

b − a

)n
, 即

1
z − b

= −
∞∑

n=0

(z − a)n

(b − a)n+1 , |z − a|<|b − a|.
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)n
, 即

1
z − b

= −
∞∑

n=0

(z − a)n

(b − a)n+1 , |z − a|<|b − a|.
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典型例题: 幂级数的收敛半径与和函数

例. 求幂级数
∞∑

n=1
(2n − 1)zn−1 的收敛半径与和函数.

解答. 由
lim

n→∞

∣∣∣cn+1
cn

∣∣∣ = lim
n→∞

2n+2 − 1
2n+1 − 1

= 2

可知收敛半径为
1
2

.

当 |z| <
1
2
时, |2z| < 1. 从而

∞∑
n=1

(2n − 1)zn−1 =
∞∑

n=1
2nzn−1 −

∞∑
n=1

zn−1

= 2
1 − 2z

− 1
1 − z

= 1
(1 − 2z)(1 − z)

.
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典型例题: 幂级数的收敛半径与和函数

例. 求幂级数
∞∑

n=0
(n + 1)zn 的收敛半径与和函数.

解答. 由 lim
n→∞

∣∣∣cn+1
cn

∣∣∣ = lim
n→∞

n + 2
n + 1

= 1 可知收敛半径为 1.

当 |z| < 1

时,
∞∑

n=0
zn+1 = z

1 − z
= −1 − 1

z − 1
,

因此
∞∑

n=0
(n + 1)zn =

(
− 1

z − 1

)′
= 1

(z − 1)2 , |z| < 1.
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特定形式系数幂级数 非考试内容

通过对
1 + λz + λ2z2 + · · · = 1

1 − λz

两边求 k 阶导数可得
∞∑

n=0
(n + k) · · · (n + 2)(n + 1)λnzn = k!

(1 − λz)k+1 .

因此若 p(n) 是次数为 m − 1 的多项式, 那么
∞∑

n=0
p(n)λnzn = P (z)

(1 − λz)m
,

其中 P 是多项式.
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特定形式系数幂级数 非考试内容

一般地, 若幂级数的系数形如
cn = p1(n)λn

1 + · · · + pk(n)λn
k ,

则和函数一定是形如
∞∑

n=0
cnzn = P (z)

(1 − λ1z)m1 · · · (1 − λkz)mk

的有理函数, 其中 mj = deg pj + 1. 反过来这样的分式展开成幂级数的
系数也一定有上述形式, 至多有有限多项例外. 这可以帮助我们进行计
算的验证.

练习. 求幂级数
∞∑

n=1

zn

n
的收敛半径与和函数.

答案. 收敛半径为 1, 和函数为 − ln(1 − z).

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 2 幂级数 ▶C 幂级数的运算性质
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例题: 函数项级数的积分

例. 求
∮

|z|= 1
2

( ∞∑
n=−1

zn
)

dz.

解答. 由于
∞∑

n=0
zn 在 |z| < 1 收敛,

它的和函数解析. 因此

∮
|z|= 1

2

( ∞∑
n=−1

zn
)

dz =
∮

|z|= 1
2

1
z

dz +
∮

|z|= 1
2

( ∞∑
n=0

zn
)

dz

= 2πi + 0 = 2πi.
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第三节 泰勒级数
泰勒展开的形式与性质

泰勒展开的计算方法



实泰勒级数的特点

我们知道, 幂级数在它的收敛域内的和函数是一个解析函数.

反过
来, 解析函数是不是也一定可以在一点展开成幂级数呢? 也就是说是否
存在泰勒级数展开?

在高等数学中我们知道, 一个函数即使在一点附近无限次可导, 它的
泰勒级数也未必收敛到原函数. 例如

f(x) =
{

e−x−2
, x ̸= 0,

0, x = 0.

它处处可导, 但是它在 0 处的各阶导数都是 0. 因此它的泰勒级数是 0,
余项恒为 f(x). 除 0 外它的泰勒级数均不收敛到原函数.
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实泰勒级数的特点

而即使是泰勒级数能收敛到原函数的情形, 它成立的范围也很难从
函数本身读出.

例如
1

1 + x
= 1 − x + x2 − x3 + · · · , |x| < 1.

这可以从 x = −1 是奇点看出. 而
1

1 + x2 = 1 − x2 + x4 − x6 + · · · , |x| < 1

却并没有奇点. 为什么它的麦克劳林级数成立的开区间也是 (−1, 1)? 这
个问题在本节可以得到回答.
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泰勒展开的形式 非考试内容

设函数 f(z) 在区域 D 解析, z0 ∈ D.

设 |z − z0| 小于 z0 到 D 边界
的距离 d, 则存在 |z − z0| < r < d. 设 K : |ζ − z0| = r, 则 K 和它的内
部包含在 D 中. 由于

∣∣∣∣z − z0
ζ − z0

∣∣∣∣ < 1, 因此

1
ζ − z

= 1
ζ − z0

· 1

1 − z − z0
ζ − z0

=
∞∑

n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1 .

z0
z

r ζ
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泰勒展开的形式 非考试内容

故

f(z) = 1
2πi

∮
K

f(ζ)
ζ − z

dζ

= 1
2πi

∮
K

f(ζ)
∞∑

n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1 dζ

=
N−1∑
n=0

[ 1
2πi

∮
K

f(ζ) dζ

(ζ − z0)n+1

]
(z − z0)n + RN (z),

=
N−1∑
n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n + RN (z),

其中

RN (z) = 1
2πi

∮
K

f(ζ)
[ ∞∑

n=N

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1

]
dζ = 1

2πi

∮
K

f(ζ)
ζ − z

·
(z − z0

ζ − z0

)N
dζ.
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泰勒展开的形式

由于 f(ζ) 在 D ⊇ K 上解析, 从而在 K 上连续且有界.

设
|f(ζ)| ⩽ M, ζ ∈ K, 那么

|RN (z)| ⩽ 1
2π

∮
K

∣∣∣∣ f(ζ)
ζ − z

·
(z − z0

ζ − z0

)N
∣∣∣∣ ds

⩽ 1
2π

· M

r − |z − z0|
·
∣∣∣∣z − z0
ζ − z0

∣∣∣∣N · 2πr → 0 (N → ∞).

故
f(z) =

∞∑∑∑
n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n, |z − z0| < d.
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由于 f(ζ) 在 D ⊇ K 上解析, 从而在 K 上连续且有界. 设
|f(ζ)| ⩽ M, ζ ∈ K,

那么

|RN (z)| ⩽ 1
2π

∮
K

∣∣∣∣ f(ζ)
ζ − z

·
(z − z0

ζ − z0

)N
∣∣∣∣ ds
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2π

· M
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·
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泰勒展开的成立范围

由于幂级数在收敛半径内的和函数是解析的, 因此上述等式成立的
圆域不包含奇点.

故解析函数在 z0 处泰勒展开成立的最大圆域半径是
z0 到最近奇点的距离. 需要注意的是, 泰勒级数的收敛半径是有可能比
这个半径更大的:

f(z) =
{

ez, z ̸= 1;
0, z = 1,

f(z) =
∞∑

n=0

zn

n!
, |z| < 1.

f(z) = ln(z − 1 − i), f(z) = − 1
1 + i

∞∑
n=0

1
n(1 + i)n

zn, |z| < 1.

若并非这两种情形 (奇点 ‘‘可去”), 则收敛半径的确就是前述距离.
对于

f(z) =
{

e−z−2
, z ̸= 0,

0, z = 0.

lim
y→0

f(iy) = ∞, 因此 f(z) 在 0 处不连续, 无法在 0 处进行复的泰勒展
开.
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幂级数展开的唯一性

对于 f(z) = 1
1 + z2 ,

它的奇点为 ±i, 所以它的麦克劳林展开成立的
半径是 1. 这就解释了为什么函数 f(x) = 1

1 + x2 的麦克劳林展开成立
的开区间是 (−1, 1).

若 f(z) 在 z0 附近展开为
∞∑

n=0
cn(z − z0)n, 则由幂级数的逐项求导

性质可知

f (n)(z0) =
∞∑

k=n

ckk(k − 1) · · · (k − n + 1)(z − z0)k−n
∣∣∣
z=z0

= n!cn.

所以解析函数的幂级数展开是唯一的. 由此, 解析函数的泰勒展开不仅
可以直接求出各阶导数得到, 也可以利用幂级数的运算法则得到.

解析函数的泰勒展开还说明了幂级数的和函数无论怎样扩充定义
域, 它在收敛圆周上一定有奇点. 否则它就可以在一个半径更大的圆域
上泰勒展开成该幂级数.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 3 泰勒级数 ▶B 泰勒展开的计算方法
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∣∣∣
z=z0

= n!cn.

所以解析函数的幂级数展开是唯一的.

由此, 解析函数的泰勒展开不仅
可以直接求出各阶导数得到, 也可以利用幂级数的运算法则得到.

解析函数的泰勒展开还说明了幂级数的和函数无论怎样扩充定义
域, 它在收敛圆周上一定有奇点. 否则它就可以在一个半径更大的圆域
上泰勒展开成该幂级数.
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典型例题: 泰勒展开的计算

例. 由于 (ez)(n)(0) = ez|z=0 = 1,

因此

ez = 1 + z + z2

2!
+ z3

3!
+ · · · =

∞∑
n=0

zn

n!
, ∀z.

例. 由于 (cos z)(n) = cos
(
z + nπ

2

)
,

(cos z)(2n+1)(0) = 0, (cos z)(2n)(0) = (−1)n,

因此

cos z = 1 − z2

2!
+ z4

4!
− z6

6!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)!
, ∀z.
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典型例题: 泰勒展开的计算

例. 由 ez 的泰勒展开可得

sin z = eiz − e−iz

2i

=
∞∑

n=0

(iz)n − (−iz)n

2i · n!

= z − z3

3!
+ z5

5!
− · · ·=

∞∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n + 1)!
, ∀z.

这里, 因为 sin z 是奇函数, 所以它的麦克劳林展开只有奇数幂次项, 没有
偶数幂次项.
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典型例题: 泰勒展开的计算

例. 求对数函数的主值 ln(1 + z) 的麦克劳林展开.

解答. 由于 ln(1 + z) 在去掉射线 z = x ⩽ −1 的区域内解析,

因此它在
|z| < 1 内解析, 且

[
ln(1 + z)

]′ = 1
1 + z

=
∞∑

n=0
(−1)nzn, |z| < 1.

逐项积分得到

ln(1 + z) =
∫ z

0

1
1 + ζ

dζ

=
∫ z

0

∞∑
n=0

(−1)nζn dζ

=
∞∑

n=0

(−1)nzn+1

n + 1
=

∞∑
n=1

(−1)n+1zn

n
, |z| < 1.
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典型例题: 泰勒展开的计算

例. 本例中幂函数均取主值.

f(z) = (1 + z)α 在去掉射线 z = x ⩽ −1 的
区域内解析. 由于

f (n)(0) = α(α − 1) · · · (α − n + 1)(1 + z)α−n
∣∣∣
z=0

= α(α − 1) · · · (α − n + 1).

因此

(1 + z)α= 1 + αz + α(α − 1)
2

z2 + α(α − 1)(α − 2)
3!

z3 + · · ·

=
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n=0

α(α − 1) · · · (α − n + 1)
n!

zn, |z| < 1.
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典型例题: 泰勒展开的计算

当 α = n 是正整数时, 上述麦克劳林展开的 > n 幂次项系数为零,

从而
(1 + z)n =

n∑
k=0

Ck
nzk,

此即牛顿二项式展开.

例. 将 1
(1 + z)2 展开成 z 的幂级数.

解答. 由幂函数展开可知当 |z| < 1 时,

(1 + z)−2 =
∞∑

n=0

(−2)(−3) · · · (−1 − n)
n!

zn

=
∞∑

n=0
(−1)n(n + 1)zn.
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典型例题: 泰勒展开的计算

另解. 由于 1
(1 + z)2 的奇点为 z = −1, 因此它在 |z| < 1 内解析.

由于

1
1 + z

= 1 − z + z2 − z3 + · · · =
∞∑

n=0
(−1)nzn,

因此

1
(1 + z)2 = −

( 1
1 + z

)′

= −
∞∑

n=1
(−1)nnzn−1 =

∞∑
n=0

(−1)n(n+1)zn, |z| < 1.

一般地, 我们有
1

(λ − z)k
=

∞∑
n=0

(n + k − 1) · · · (n + 2)(n + 1)
(k − 1)!

λ−(n+k)zn, |z| < |λ|.
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典型例题: 泰勒展开的计算

例. 求 1
3z − 2

的麦克劳林展开.

解答. 由于 1
3z − 2

的奇点为 z = 2
3

, 因此它在 |z| <
2
3
内解析.

此时

1
3z − 2

= −1
2

· 1

1 − 3z

2

= −1
2

∞∑
n=0

(3z

2

)n

= −
∞∑

n=0

3n

2n+1 zn, |z| <
2
3

.
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典型例题: 泰勒展开的计算

练习. 求 1
1 − 3z + 2z2 的麦克劳林展开.

答案.

1
1 − 3z + 2z2 = 2

1 − 2z
− 1

1 − z
=

∞∑
n=0

(2n+1 − 1)zn, |z| <
1
2

.
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第四节 洛朗级数
双边幂级数

洛朗展开的形式

洛朗展开的计算方法



双边幂级数

若解析函数 f(z) 在 z0 处解析, 那么在 z0 处可以展开成泰勒级数.

若 f(z) 在 z0 处不解析呢? 此时 f(z) 一定不能展开成 z − z0 的幂级数,
然而它却可能可以展开为双边幂级数

+∞∑
n=−∞

cn(z − z0)n =
∞∑

n=1
c−n(z − z0)−n

︸ ︷︷ ︸
负幂次部分

+
∞∑

n=0
cn(z − z0)n

︸ ︷︷ ︸
非负幂次部分

.

例如
1

z2(1 − z)
= 1

z2 + 1
z

+ 1 + z + z2 + · · · , 0 < |z| < 1.

双边幂级数的非负幂次部分也叫解析部分, 负幂次部分也叫主要部分.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶A 双边幂级数
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双边幂级数的敛散性

为了保证双边幂级数的收敛范围有一个好的性质以便于我们使用,
我们对它的敛散性作如下定义:

定义. 若双边幂级数的非负幂次部分和负幂次部分作为函数项级数都收
敛, 则我们称这个双边幂级数收敛. 否则我们称之为发散.

注意双边幂级数的敛散性不能像幂级数那样通过部分和形成的数列
的极限来定义, 因为使用不同的部分和选取方式会影响到极限的数值.
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双边幂级数的收敛域

设
∞∑

n=0
cn(z − z0)n 的收敛半径为 R2, 则它在 |z − z0| < R2 内收敛,

在 |z − z0| > R2 内发散.

对于负幂次部分, 令 ζ = 1
z − z0

, 那么负幂次部分是 ζ 的一个幂级

数
∞∑

n=1
c−nζn. 设该幂级数的收敛半径为 R, 则它在 |ζ| < R 内收敛, 在

|ζ| > R 内发散. 设 R1 := 1
R , 则

∞∑
n=1

c−n(z − z0)−n 在 |z − z0| > R1 内收
敛, 在 |z − z0| < R1 内发散.

(1) 若 R1 > R2, 则该双边幂级数处处不收敛.
(2) 若 R1 = R2, 则该双边幂级数只在圆周 |z − z0| = R1 上可能有收敛
的点.

(3) 若 R1 < R2, 则该双边幂级数在 R1 < |z − z0| < R2 内收敛, 在
|z − z0| < R1 或 > R2 内发散, 在圆周 |z − z0| = R1 或 R2 上既可
能发散也可能收敛.
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双边幂级数的收敛域

当 R1 < R2 时, 称圆环域 R1 < |z − z0| < R2 为该双边幂级数的收
敛圆环.

当 R1 = 0 或 R2 = +∞ 时, 圆环域的形状会有所不同.

R2z0

0 < |z − z0| < R2

R1

z0

R1 < |z − z0| < +∞

z0

0 < |z − z0| < +∞

双边幂级数的非负幂次部分和负幂次部分在收敛圆环域内都收敛, 因此
它们的和函数都解析 (ζ = 1

z − z0
关于 z 解析), 且可以逐项求导、逐项

积分. 从而双边幂级数的和函数也是解析的, 且可以逐项求导、逐项积
分.
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例题: 双边幂级数的收敛域

例. 求双边幂级数
∞∑

n=1

2n

zn
+

∞∑
n=0

zn

(2 + i)n
的收敛域与和函数.

解答. 非负幂次部分收敛圆为 |z| < |2 + i| =
√

5, 负幂次部分收敛圆为
|z| > |2| = 2.

因此该双边幂级数的收敛圆环为 2 < |z| <
√

5. 此时

∞∑
n=1

2n

zn
+

∞∑
n=0

zn

(2 + i)n
=

2
z

1 − 2
z

+ 1
1 − z

2 + i
= −iz

(z − 2)(z − 2 − i)
.
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洛朗级数

反过来, 在圆环域内解析的函数也一定能展开为双边幂级数, 被称
为洛朗级数.

例如 f(z) = 1
z(1 − z)

在 z = 0, 1 以外解析. 在圆环域 0 < |z| < 1

内,
f(z) = 1

z
+ 1

1 − z
= 1

z
+ 1 + z + z2 + z3 + · · ·

在圆环域 1 < |z| < +∞ 内,

f(z) = 1
z

− 1
z

· 1

1 − 1
z

= − 1
z2 − 1

z3 − 1
z4 − · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶B 洛朗展开的形式
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洛朗级数的形式 非考试内容

考虑一般情形下的洛朗展开.

设 f(z) 在圆环域 R1 < |z − z0| < R2
内解析. 设

K1 : |z − z0| = r, K2 : |z − z0| = R, R1 < r < R < R2.

对于 r < |z − z0| < R, 对复合闭路 K2 + K−
1 应用柯西积分公式,

f(z) = 1
2πi

∮
K2

f(ζ)
ζ − z

dζ − 1
2πi

∮
K1

f(ζ)
ζ − z

dζ.

ζ
R

r

z0

K1

K2z
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洛朗级数的形式 非考试内容

和泰勒级数的推导类似,

1
2πi

∮
K2

f(ζ)
ζ − z

dζ =
∞∑

n=0

[
1

2πi

∮
K2

f(ζ) dζ

(ζ − z0)n+1

]
(z − z0)n

可以表达为幂级数的形式.

对于 ζ ∈ K1, 由
∣∣∣ζ − z0
z − z0

∣∣∣ < 1 可得

− 1
ζ − z

= 1
z − z0

· 1

1 − ζ − z0
z − z0

=
∞∑

n=1

(z − z0)−n

(ζ − z0)−n+1 ,

− 1
2πi

∮
K1

f(ζ)
ζ − z

dζ = 1
2πi

∮
K1

f(ζ)
∞∑

n=1

(z − z0)−n

(ζ − z0)−n+1 dζ.
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令
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= 1
2πi
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f(ζ)
z − ζ

·
(ζ − z0

z − z0

)N−1
dζ.

由于 f(ζ) 在 D ⊇ K1 上解析, 从而在 K1 上连续且有界. 设
|f(ζ)| ⩽ M, ζ ∈ K1, 那么

|RN (z)| ⩽ 1
2π

∮
K1

∣∣∣∣ f(ζ)
z − ζ

·
(ζ − z0

z − z0

)N−1∣∣∣∣ ds

⩽ 1
2π

· M

|z − z0| − r
·
∣∣∣∣ζ − z0
z − z0

∣∣∣∣N−1
· 2πr → 0 (N → ∞).
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洛朗级数的形式

故

f(z) =
∞∑

n=0

[
1

2πi

∮
K2

f(ζ) dζ

(ζ − z0)n+1

]
(z − z0)n

+
∞∑

n=1

[
1

2πi

∮
K1

f(ζ) dζ

(ζ − z0)−n+1

]
(z − z0)−n,

其中 r < |z − z0| < R.

由复合闭路定理, K1, K2 可以换成任意一条在圆
环域内绕 z0 的闭路 C. 从而我们得到 f(z) 在以 z0 为圆心的圆环域的
洛朗展开

f(z) =
+∞∑∑∑

n=−∞

[
1

2πi

∮
C

f(ζ) dζ

(ζ − z0)n+1

]
(z − z0)n,

其中 R1 < |z − z0| < R2.
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洛朗展开的唯一性

和圆域上解析函数的幂级数展开类似, 圆环域上解析函数的双边幂
级数展开也具有唯一性.

设在圆环域 R1 < |z − z0| < R2 内的解析函数
f(z) 可以表达为双边幂级数

f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn(z − z0)n.

逐项积分得到
∮

C

f(ζ) dζ

(ζ − z0)n+1 =
∞∑

k=−∞
ck

∮
C

(ζ − z0)k−n−1 dζ = 2πicn.

因此 f(z) 在圆环域内的双边幂级数展开是唯一的, 它就是洛朗级数. 由
于计算积分往往较繁琐, 因此我们一般不用直接法, 而是用双边幂级数的
代数、求导、求积分运算来得到洛朗级数.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
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典型例题: 求洛朗展开

例. 将 f(z) = ez − 1
z2 展开为以 0 为中心的洛朗级数.

由于 f(z) 只有 0 这个奇点, 因此 f(z) 在 0 < |z| < +∞ 解析. 我们
先使用直接法解答.

解答.

cn = 1
2πi

∮
C

ez − 1
zn+3 dz =


(ez − 1)(n+2)

(n + 2)!

∣∣∣
z=0

= 1
(n + 2)!

, n ⩾ −3;

(ez − 1)(0) = 0, n = −2;
0, n ⩽ −1.

故 f(z) = 1
z

+
∞∑

n=0

1
(n + 2)!

zn.
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, n ⩾ −3;
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1
(n + 2)!

zn.
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+ · · ·
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+
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例. 在下列圆环域中把 f(z) = 1
(z − 1)(z − 2)

展开为洛朗级数.

(1) 0 < |z| < 1; (2) 1 < |z| < 2; (3) 2 < |z| < +∞.

解答. 由于 f(z) 的奇点为 z = 1, 2, 因此在这些圆环域内 f(z) 解析.

我
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z − 2

− 1
z − 1

.
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典型例题: 求洛朗展开

(1) 由于 |z| < 1,
∣∣∣z

2

∣∣∣ < 1,

因此

f(z) = − 1
2 − z

+ 1
1 − z

= −1
2

· 1
1 − z

2
+ 1

1 − z

= −1
2

∞∑
n=0

(z

2

)n
+

∞∑
n=0

zn =
∞∑

n=0

(
1 − 1

2n+1

)
zn

= 1
2

+ 3
4

z + 7
8

z2 + · · ·
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2n+1 zn

= · · · − 1
z2 − 1

z
− 1

2
− 1

4
z − 1

8
z2 − · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 57 / 81



典型例题: 求洛朗展开

(2) 由于
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1,
∣∣∣z

2

∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

− 1
2

· 1
1 − z

2

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
− 1

2

∞∑
n=0

(z

2

)n
= −

∞∑
n=1

1
zn

−
∞∑

n=0

1
2n+1 zn

= · · · − 1
z2 − 1

z
− 1

2
− 1

4
z − 1

8
z2 − · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 57 / 81



典型例题: 求洛朗展开

(2) 由于
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1,
∣∣∣z

2

∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

− 1
2

· 1
1 − z

2

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
− 1

2

∞∑
n=0

(z

2

)n
= −

∞∑
n=1

1
zn

−
∞∑

n=0

1
2n+1 zn

= · · · − 1
z2 − 1

z
− 1

2
− 1

4
z − 1

8
z2 − · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 57 / 81



典型例题: 求洛朗展开

(2) 由于
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1,
∣∣∣z

2

∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

− 1
2

· 1
1 − z

2

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
− 1

2

∞∑
n=0

(z

2

)n

= −
∞∑

n=1

1
zn

−
∞∑

n=0

1
2n+1 zn

= · · · − 1
z2 − 1

z
− 1

2
− 1

4
z − 1

8
z2 − · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 57 / 81



典型例题: 求洛朗展开

(2) 由于
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1,
∣∣∣z

2

∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

− 1
2

· 1
1 − z

2

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
− 1

2

∞∑
n=0

(z

2

)n
= −

∞∑
n=1

1
zn

−
∞∑

n=0

1
2n+1 zn

= · · · − 1
z2 − 1

z
− 1

2
− 1

4
z − 1

8
z2 − · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 57 / 81



典型例题: 求洛朗展开

(2) 由于
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1,
∣∣∣z

2

∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

− 1
2

· 1
1 − z

2

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
− 1

2

∞∑
n=0

(z

2

)n
= −

∞∑
n=1

1
zn

−
∞∑

n=0

1
2n+1 zn

= · · · − 1
z2 − 1

z
− 1

2
− 1

4
z − 1

8
z2 − · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 57 / 81



典型例题: 求洛朗展开

(3) 由于
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1,
∣∣∣2
z

∣∣∣ < 1,

因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

+ 1
z

· 1

1 − 2
z

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
+ 1

z

∞∑
n=0

(2
z

)n
=

∞∑
n=0

2n − 1
zn+1

= 1
z2 + 3

z3 + 7
z4 + · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 58 / 81



典型例题: 求洛朗展开

(3) 由于
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1,
∣∣∣2
z

∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

+ 1
z

· 1

1 − 2
z

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
+ 1

z

∞∑
n=0

(2
z

)n
=

∞∑
n=0

2n − 1
zn+1

= 1
z2 + 3

z3 + 7
z4 + · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 58 / 81



典型例题: 求洛朗展开

(3) 由于
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1,
∣∣∣2
z

∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

+ 1
z

· 1

1 − 2
z

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
+ 1

z

∞∑
n=0

(2
z

)n
=

∞∑
n=0

2n − 1
zn+1

= 1
z2 + 3

z3 + 7
z4 + · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 58 / 81



典型例题: 求洛朗展开

(3) 由于
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1,
∣∣∣2
z

∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

+ 1
z

· 1

1 − 2
z

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
+ 1

z

∞∑
n=0

(2
z

)n

=
∞∑

n=0

2n − 1
zn+1

= 1
z2 + 3

z3 + 7
z4 + · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 58 / 81



典型例题: 求洛朗展开

(3) 由于
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1,
∣∣∣2
z

∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

+ 1
z

· 1

1 − 2
z

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
+ 1

z

∞∑
n=0

(2
z

)n
=

∞∑
n=0

2n − 1
zn+1

= 1
z2 + 3

z3 + 7
z4 + · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 58 / 81



典型例题: 求洛朗展开

(3) 由于
∣∣∣1
z

∣∣∣ < 1,
∣∣∣2
z

∣∣∣ < 1, 因此

f(z) = 1
1 − z

− 1
2 − z

= −1
z

· 1

1 − 1
z

+ 1
z

· 1

1 − 2
z

= −1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
+ 1

z

∞∑
n=0

(2
z

)n
=

∞∑
n=0

2n − 1
zn+1

= 1
z2 + 3

z3 + 7
z4 + · · ·

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 58 / 81



典型例题: 求洛朗展开

例. 将函数 f(z) = z + 1
(z − 1)2 在圆环域 0 < |z| < 1 内展开成洛朗级数.

解答.
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(z − 1)2 = 1
z − 1

+ 2
(z − 1)2 .
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=
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n=0
zn,

1
(1 − z)2 =

∞∑
n=1

nzn−1 =
∞∑

n=0
(n + 1)zn,

f(z) =
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n=0

[
2(n + 1) − 1

]
zn =

∞∑
n=0

(2n + 1)zn.
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求有理函数洛朗展开的步骤

可以看出, 有理函数的洛朗展开通常需要将其分解成部分分式
1

(z − a)m
的线性组合.

根据 z 所处的圆环域, 选取 z − z0
a − z0

和 a − z0
z − z0

中

模小于 1 的数作为公比来求得 1
z − a

的洛朗展开. 然后对其求 m − 1 阶
导, 最后合并相同幂次项的系数.

洛朗展开的一些特点可以帮助我们检验计算的正确性.

• 若 f(z) 在 |z − z0| < R2 内解析, 则 f(z) 可以展开为泰勒级数. 由
唯一性可知泰勒级数等于洛朗级数, 因此此处洛朗展开一定没有负
幂次项.

• 若有理函数 (分子分母没有公共零点) 在圆周 |z − z0| = R1 > 0 和
|z − z0| = R2 > 0 上都有奇点, 则在圆环域 R1 < |z − z0| < R2 上的
洛朗展开一定有无穷多负幂次和无穷多正幂次项.

• 有理函数在解析区域 0 < |z − z0| < r 的洛朗展开最多只有有限多
负幂次项, 且最低负幂次是 z − z0 在分母因式分解中出现的次数;
在解析区域 R < |z − z0| < +∞ 的洛朗展开最多只有有限多正幂次
项, 且最高正幂次是分子次数减去分母次数.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
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(z − a)m
的线性组合. 根据 z 所处的圆环域, 选取 z − z0

a − z0
和 a − z0

z − z0
中

模小于 1 的数作为公比来求得 1
z − a

的洛朗展开. 然后对其求 m − 1 阶
导, 最后合并相同幂次项的系数.

洛朗展开的一些特点可以帮助我们检验计算的正确性.
• 若 f(z) 在 |z − z0| < R2 内解析, 则 f(z) 可以展开为泰勒级数. 由
唯一性可知泰勒级数等于洛朗级数, 因此此处洛朗展开一定没有负
幂次项.

• 若有理函数 (分子分母没有公共零点) 在圆周 |z − z0| = R1 > 0 和
|z − z0| = R2 > 0 上都有奇点,

则在圆环域 R1 < |z − z0| < R2 上的
洛朗展开一定有无穷多负幂次和无穷多正幂次项.

• 有理函数在解析区域 0 < |z − z0| < r 的洛朗展开最多只有有限多
负幂次项, 且最低负幂次是 z − z0 在分母因式分解中出现的次数;
在解析区域 R < |z − z0| < +∞ 的洛朗展开最多只有有限多正幂次
项, 且最高正幂次是分子次数减去分母次数.
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洛朗级数的特点 非考试内容

有理函数 f(z) 在圆环域 r < |z| < R 内的洛朗展开总形如

f(z) = P (z) +
∑
n⩾0

anzn +
∑
n<0

bnzn,

其中 P (z) 只有有限多项,

an 和 bn 是形如 p(n)λ−n 的线性组合, λ 是奇
点, deg p + 1 是 λ 在 f(z) 分母出现的重数, 其中 |λ| ⩾ R 的那些项出现
在 an 中, 而 |λ| ⩽ r 的那些项出现在 bn 中. 不仅如此, 从 f(z) 在任一圆
环域上的展开可以得到其它圆环域上的展开, 只需要将需要变化求和范
围的那些项 n 的求和范围变化, 系数变号.
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⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 61 / 81



洛朗级数的特点 非考试内容

有理函数 f(z) 在圆环域 r < |z| < R 内的洛朗展开总形如

f(z) = P (z) +
∑
n⩾0

anzn +
∑
n<0

bnzn,

其中 P (z) 只有有限多项, an 和 bn 是形如 p(n)λ−n 的线性组合, λ 是奇
点, deg p + 1 是 λ 在 f(z) 分母出现的重数,

其中 |λ| ⩾ R 的那些项出现
在 an 中, 而 |λ| ⩽ r 的那些项出现在 bn 中. 不仅如此, 从 f(z) 在任一圆
环域上的展开可以得到其它圆环域上的展开, 只需要将需要变化求和范
围的那些项 n 的求和范围变化, 系数变号.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 61 / 81



洛朗级数的特点 非考试内容

有理函数 f(z) 在圆环域 r < |z| < R 内的洛朗展开总形如

f(z) = P (z) +
∑
n⩾0

anzn +
∑
n<0

bnzn,

其中 P (z) 只有有限多项, an 和 bn 是形如 p(n)λ−n 的线性组合, λ 是奇
点, deg p + 1 是 λ 在 f(z) 分母出现的重数, 其中 |λ| ⩾ R 的那些项出现
在 an 中, 而 |λ| ⩽ r 的那些项出现在 bn 中.

不仅如此, 从 f(z) 在任一圆
环域上的展开可以得到其它圆环域上的展开, 只需要将需要变化求和范
围的那些项 n 的求和范围变化, 系数变号.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 61 / 81



洛朗级数的特点 非考试内容

有理函数 f(z) 在圆环域 r < |z| < R 内的洛朗展开总形如

f(z) = P (z) +
∑
n⩾0

anzn +
∑
n<0

bnzn,

其中 P (z) 只有有限多项, an 和 bn 是形如 p(n)λ−n 的线性组合, λ 是奇
点, deg p + 1 是 λ 在 f(z) 分母出现的重数, 其中 |λ| ⩾ R 的那些项出现
在 an 中, 而 |λ| ⩽ r 的那些项出现在 bn 中. 不仅如此, 从 f(z) 在任一圆
环域上的展开可以得到其它圆环域上的展开,

只需要将需要变化求和范
围的那些项 n 的求和范围变化, 系数变号.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 61 / 81



洛朗级数的特点 非考试内容

有理函数 f(z) 在圆环域 r < |z| < R 内的洛朗展开总形如

f(z) = P (z) +
∑
n⩾0

anzn +
∑
n<0

bnzn,

其中 P (z) 只有有限多项, an 和 bn 是形如 p(n)λ−n 的线性组合, λ 是奇
点, deg p + 1 是 λ 在 f(z) 分母出现的重数, 其中 |λ| ⩾ R 的那些项出现
在 an 中, 而 |λ| ⩽ r 的那些项出现在 bn 中. 不仅如此, 从 f(z) 在任一圆
环域上的展开可以得到其它圆环域上的展开, 只需要将需要变化求和范
围的那些项 n 的求和范围变化, 系数变号.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 4 洛朗级数 ▶C 洛朗展开的计算方法
⊞□□□□⊞□□□□⊞□□□□□□□□□□□□ 61 / 81



洛朗级数的特点 非考试内容

例如在 0 < |z| < 1 内,

f(z) = 120
(z − 1)(z2 − 4)(z2 − 9)

=
∑
n⩾0

[
−5 + 2

(−2)n+1 + 6
2n+1 − 1

(−3)n+1 − 2
3n+1

]
zn.

那么在 2 < |z| < 3 内洛朗展开需要变动奇点 1, ±2 对应的项:

f(z) =
∑
n⩾0

[
− 1

(−3)n+1 − 2
3n+1

]
zn +

∑
n⩽−1

[
5 − 2

(−2)n+1 − 6
2n+1

]
zn.

感兴趣的同学可阅读课本相应部分.
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典型例题: 求洛朗展开

练习. 将函数 f(z) = z + 1
(z − 1)2 在圆环域 1 < |z| < +∞ 内展开成洛朗级

数.

答案.

1
z − 1

= 1
z

· 1

1 − 1
z

=
∞∑

n=1

1
zn

, − 1
(z − 1)2 =

∞∑
n=1

−n

zn+1 = −
∞∑

n=1

n − 1
zn

,

f(z) =
∞∑

n=0

2(n − 1) + 1
zn

=
∞∑

n=1

2n − 1
zn

.

此即 −
∑

n⩽−1
(2n + 1)zn.
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例题: 洛朗展开的应用

注意到当 n = −1 时, 洛朗级数的系数

c−1 = 1
2πi

∮
C

f(ζ) dζ,

因此洛朗展开可以用来帮助计算函数的积分, 这便引出了留数的概念.
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例题: 洛朗展开的应用

例. 求
∮

|z|=1

z

sin z2 dz.

解答. 注意到闭路 |z| = 1 落在 0 < |z| <
√

π 内.

我们在这个圆环域内

求 f(z) = z

sin z2 的洛朗展开.

f(z) = z

sin z2 = z

z2 − z6

3!
+ z10

5!
+ · · ·

= 1
z

+ z3

6
+ · · ·

故

∮
C

f(z) dz = 2πic−1 = 2πi.
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第五节 孤立奇点
孤立奇点的类型

零点与极点



孤立奇点

我们根据奇点附近洛朗展开的形式来对其进行分类, 以便后面分类
计算留数.

例. 考虑函数

f(z) = 1
sin(1/z)

.

显然 0, zk = 1
kπ
是奇点, k 是非零整数. 因

为 lim
k→+∞

zk = 0, 所以 0 的任何一个去心邻

域内都有奇点. 此时无法选取一个圆环域
0 < |z| < δ 作 f(z) 的洛朗展开, 因此我们
不考虑这类奇点.

0
z1

z2

z3

z4

zk
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孤立奇点的定义

定义. 若 z0 是 f(z) 的一个奇点, 且 z0 的某个邻域内没有其它奇点, 则
称 z0 是 f(z) 的一个孤立奇点.

例.

(1) z = 0 是 e
1
z ,

sin z

z
的孤立奇点.

(2) z = −1 是 1
z(z + 1)

的孤立奇点.

(3) z = 0 不是 1
sin(1/z)

的孤立奇点.

若 f(z) 只有有限多个奇点, 则这些奇点都是孤立奇点.
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孤立奇点的分类

若 f(z) 在孤立奇点 z0 的去心邻域 0 < |z − z0| < δ 内解析, 则可以
作 f(z) 的洛朗展开.

根据该洛朗级数主要部分的项数, 我们可以将孤立
奇点分为三种:

孤立奇点类型 洛朗级数特点 lim
z→z0

f(z)

可去奇点 没有主要部分 存在
主要部分只有有限项非零

m 阶极点 最低次为 −m 次 ∞

本性奇点 主要部分有无限项非零 不存在且不为 ∞
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可去奇点

定义. 若 f(z) 在孤立奇点 z0 的去心邻域洛朗级数没有主要部分, 即

f(z) = c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)2 + · · · , 0 < |z − z0| < δ,

是幂级数, 则称 z0 是 f(z) 的可去奇点.

设 g(z) 为右侧幂级数的和函数, 则 g(z) 在 |z − z0| < δ 上解析, 且
除 z0 外 f(z) = g(z). 通过补充或修改定义 f(z0) = g(z0) = c0, 可使得
f(z) 也在 z0 解析. 这就是 ‘‘可去’’ 的含义.

定理. z0 是 f(z) 的可去奇点 ⇐⇒ lim
z→z0

f(z) 存在
⇐⇒ lim

z→z0
(z − z0)f(z) = 0.
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例题: 可去奇点

例.
f(z) = sin z

z
= 1 − z2

3!
+ z4

5!
+ · · ·

没有负幂次项, 因此 0 是可去奇点.

也可以从 lim
z→0

zf(z) = sin 0 = 0 看出.

例.
f(z) = ez − 1

z
= 1 + z

2!
+ z2

3!
+ · · ·

没有负幂次项, 因此 0 是可去奇点.

也可以从 lim
z→0

zf(z) = e0 − 1 = 0 看出.
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极点

由于可去奇点的性质比较简单, 本性奇点的性质较为复杂, 我们主要
关心的是极点的情形.

定义. 若 f(z) 在孤立奇点 z0 的去心邻域的洛朗级数主要部分只有有限
多项非零, 即

f(z) = c−m

(z − z0)m
+ · · · + c0 + c1(z − z0) + · · · , 0 < |z − z0| < δ,

其中 c−m ̸= 0, m ⩾ 1, 则称 z0 是 f(z) 的 m 阶极点或 m 级极点.
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极点的判定

令

g(z) = c−m + c−m+1(z − z0) + c−m+2(z − z0)2 + · · · ,

则 g(z) 在 z0 解析且非零,

且

f(z) = g(z)
(z − z0)m

, 0 < |z − z0| < δ.

定理.

(1) z0 是 f(z) 的 m 阶极点 ⇐⇒ lim
z→z0

(z − z0)mf(z) 存在且非零.

(2) z0 是 f(z) 的极点 ⇐⇒ lim
z→z0

f(z) = ∞.
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典型例题: 函数的极点

例. f(z) = 3z + 2
z2(z + 2)

,

由于 lim
z→0

z2f(z) = 1, 因此 0 是二阶极点. 同理 −2

是一阶极点.

练习. 求 f(z) = 1
z3 − z2 − z + 1

的奇点, 并指出极点的阶.

答案. −1 是一阶极点, 1 是二阶极点.
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本性奇点

定义. 若 f(z) 在孤立奇点 z0 的去心邻域的洛朗级数主要部分有无限多
项非零, 则称 z0 是 f(z) 的本性奇点.

例. 由于 e
1
z = 1 + 1

z
+ 1

2z2 + · · · , 因此 0 是本性奇点.

定理. z0 是 f(z) 的本性奇点 ⇐⇒ lim
z→z0

f(z) 不存在也不是 ∞.

事实上我们有皮卡大定理: 对于本性奇点 z0 的任何一个去心邻域,
f(z) 的像取遍所有复数, 至多有一个取不到.
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函数的零点

我们来研究极点与零点的联系, 并给出极点的阶的计算方法.

定义. 若 f(z) 在解析点 z0 处的泰勒级数最低次项幂次是 m ⩾ 1, 即

f(z) = cm(z − z0)m + cm+1(z − z0)m+1 + · · · , 0 < |z − z0| < δ,

其中 cm ̸= 0, 则称 z0 是 f(z) 的 m 阶零点.

此时 f(z) = (z − z0)mg(z), g(z) 在 z0 解析且 g(z0) ̸= 0.

定理. 设 f(z) 在 z0 解析. z0 是 m 阶零点 ⇐⇒ lim
z→z0

(z − z0)−mf(z) 存
在

⇐⇒ f(z0) = f ′(z0) = · · · = f (m−1)(z0) = 0, f (m)(z0) ̸= 0.
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例题: 函数的零点

例. f(z) = z(z − 1)3

有一阶零点 0 和三阶零点 1.

例. f(z) = sin z5 − z5.

由于

f(z) = −z15

3!
+ z25

5!
+ · · ·

因此 0 是 15 阶零点.
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零点的孤立性 非考试内容

定理. 非零的解析函数的零点总是孤立的.

证明. 设 f(z) 是区域 D 上的非零解析函数, z0 ∈ D 是 f(z) 的一个
零点.

由于 f(z) 不恒为零, 因此存在 m ⩾ 1 使得在 z0 的一个邻域内
f(z) = (z − z0)mg(z), g(z) 在 z0 处解析且非零.
对于 ε = 1

2
|g(z0)|, 存在 δ > 0 使得当 z ∈

◦
U (z0, δ) ⊆ D 时, |g(z) −

g(z0)| < ε. 从而 g(z) ̸= 0, f(z) ̸= 0.

若解析函数 f(z) 满足对任意实数 x, f(x) = ex, 那么所有实数都是
解析函数 f(z) − ez 的零点, 从而 f(z) ≡ ez.
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函数的零点, 极点和阶

下面我们给出分式的奇点和分子分母零点的联系.

命题. 若 z0 是 f 的 m 阶零点 (若解析且不是零点取 m = 0), g 的 n 阶
零点, 则 z0 是 fg 的 m + n 阶零点.

命题. 设 z0 是 f 的 m 阶零点 (若解析且不是零点取 m = 0), g 的 n 阶
零点.

(1) 若 m ⩾ n, 则 z0 是
f(z)
g(z)

的可去奇点.

(2) 若 m < n, 则 z0 是
f(z)
g(z)

的 n − m 阶极点.
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典型例题: 函数的极点

例. z = 0 是函数 f(z) = ez − 1
z2 的(

A

).

一阶极点(A) 二阶极点(B) 三阶极点(C) 四阶极点(D)

解答. 由于
ez − 1 = z + z2

2!
+ z3

3!
+ · · · ,

所以 0 是 ez − 1 的一阶零点.

因此 0 是一阶极点.
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典型例题: 函数的极点

例. z = 0 是 f(z) = (ez − 1)3z2

sin z7 的几阶极点?

解答. 0 是分子的五阶零点, 分母的七阶零点.

因此 0 是二阶极点.

例. 函数 f(z) = (z − 5) sin z

(z − 1)2z2(z + 1)3 有哪些什么类型的奇点, 并指出极点

的阶.

解答. 1 是二阶极点, 0 是一阶极点, −1 是三阶极点.
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典型例题: 奇点的类型

练习. 函数 f(z) = z2 + 4π2

z3(ez − 1)
有哪些什么类型的奇点, 并指出极点的阶.

答案.

• z = 2kπi 是一阶极点, k ̸= 0, ±1.
• z = 0 是四阶极点.
• z = ±2πi 是可去奇点.
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• z = 0 是四阶极点.
• z = ±2πi 是可去奇点.

复变函数与积分变换 ▶第四章 级数 ▶ 5 孤立奇点 ▶B 零点与极点
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